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ONDES ELASTIQUES DANS UNE BANDE PERIODIQUE (*)

par Jacqueline SANcHEZ-HUBERT (%) et Nicole TUrBE (})

Communiqué par R Temam

Résumé — On étudie la propagation d’ondes de cisaillement SH dans une bande Q élastique,
périodique L'existence de fonctions propres généralisées, ondes de Bloch, permet un développement
de la solution a I'aide de ces fonctions Deux applications sont proposées La premuére est relative au
comportement asymptotique de familles spectrales dans des domaines allongés On étudie la conver-
gence des familles spectrales des ondes d’abord dans un domamne obtenu par troncature de la bande Q
et ensuite dans un domaine de forme fuselée convergeant vers une bande B infinie, imitée par deux
droites paralleles En seconde application, on montre, dans le cas isotrope de la bande B, que si la
période du milieu est petite par rapport a I’échelle des données, le terme prépondérant de la solution
est la fonction obtenue par homogénéisation du probléme

Abstract — We study the propagation of SH waves in an elastic, periodic band Q The existence of
generalized eigenfunctions, Bloch waves, leads to an expansion of the solution, in terms of these func-
tions Two applications are presented. The first one 1s related to the asymptotic behaviour of spectral
families in alongated domains We study the convergence of the spectral families for waves in the
truncated domain and for waves i a spindle-shaped doman that converges to an wfinite band B,
bounded by two parallel straight lines As a second application, we prove, when the band B 1s 1sotropc,
and when the period of the medium 1s small compared to the wmtial data scale, that the mawn term of
the solution satisfies the homogenized problem

1. INTRODUCTION

L’étude de propriétés de I'équation des ondes dans des domaines infinis
s’effectue soit par transformation de Fourier, si les coefficients sont constants
[1], soit par développement de Bloch lorsque les coefficients sont périodiques [2].
Cette derni¢re méthode est source d’applications dont cet article se propose
de présenter deux aspects.

Le probleme physique, défim1 section 2, concerne 'étude d’ondes SH de
cisaillement [1] dans une bande élastique, périodique, nfinie. L’existence de
fonctions propres généralisées, les ondes de Bloch, permet une représentation
de la solution a 'aide de ces fonctions.

(*) Regu en févnier 1985, révisé en décembre 1985
(*) Laboratoire de Mécamque Théorique, Université Pierre et Mane Curie, Tour 66, 4 place Jus-
siey, 75230 Parns Cedex 05
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540 J. SANCHEZ-HUBERT, N. TURBE

Le développement de Bloch associé & tout opérateur a coefficients pério-
diques fait apparaitre des spectres continus [2], [11], [13], [3], [S]. Dans la pra-
tique, les domaines rencontrés sont « grands », mais bornés, le spectre étant
alors ponctuel et les familles spectrales correspondantes constantes par mor-
ceaux. Dans nombre de calculs approchés de I'ingénieur, on confond les deux
cas [8] ; il y a donc lieu d’étudier la convergence des familles lorsque le domaine
borné tend vers un domaine infini. Nous étudions cette question pour des
domaines plans allongés dans une direction x, et convergeant vers une bande
infinie. Deux cas sont étudiés. Dans le premier, section 3.1 a 3. 3, dont les résul-
tats ont ét€ annoncés dans [9], le domaine limite Q est une bande infinie a fron-
tiere périodique et la suite de domaines Q, est formée par des troncatures de la
bande infinie. Dans le deuxiéme cas, section 3.4, on envisage la famille de
domaines obtenue par dilatation dans la direction x, convergeant vers une
bande infinie limitée par deux droites.

En considérant la famille spectrale comme fonction de A a valeurs dans
Z(L*(Q,)) dont les valeurs sont les projecteurs et en définissant des prolon-
gements de fonctions & valeurs dans % (L*(Q)), on démontre une convergence
au sens des distributions tempérées de la variable A.

Ce résultat est obtenu en étudiant d’abord la convergence des solutions
en x, ¢t des problémes aux valeurs initiales correspondants; cette convergence
a lieu dans des topologies L faible = de la variable ¢ donc dans I’espace des
distributions tempérées &’ (section 3.2). La transformée de Fourier de ¢
dans la variable spectrale A (section 3.3) permet de déduire des propriétés de
convergence de la famille spectrale [6], [10]. Il convient de noter que nous
considérons des conditions aux limites de Neumann sur les surfaces latérales.
Dans le cas ou le domaine Q, est formé par la troncature de Q a | x, | < n
on peut introduire des conditions de Dirichlet ou de Neumann pour x;, = +n
la limite étant la méme dans les deux cas. Ce résultat montre que la topologie
de la convergence est trop faible pour saisir asymptotiquement les ondes reflé-
tées par les extrémités x, = + n. L’interprétation physique de ce fait est claire :
la convergence des fonctions u,(f) dans &’ de la variable 7 implique que les
fonctions tests sont rapidement décroissantes pour ¢t - + co. Or, l'influence
de Ponde reflétée par les extrémités x, = =+ » n’intervient que pour ¢ = 0(n)
et donc s’annule pour n — co.

Le développement de Bloch des ondes élastiques dans la bande périodique,
infinie est ensuite utilisé, section 4, pour étudier la propagation d’ondes haute
fréquence dans le milieu ot la période varie rapidement. La bande Q est
constituée des points (x;, x,), x; € R, x, €10, 2 [ ; le matériau, supposé iso-
trope, est périodique, de période 2 m/e en x,, € petit parametre positif donné.
La période du militu apparait donc petite par rapport a I'échelle des données
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ONDES ELASTIQUES 541

initiales. Nous examinons alors le comportement de la solution #* lorsque le
petit parameétre tend vers zéro.

La fonction #* est explicitée, sections 4.1, 4.2, a I'aide des ondes de Bloch.
L’exemple des cas des milieux périodiques élastiques [11] ou mélanges fluide-
solide [12] montrant ’action prépondérante du nombre d’onde k nul, nous
sommes amenés a une étude des ondes de Bloch au voisinage de k = 0. Le
changement k = €K conduit, section 4.3, & un probléme de recherche de
fonctions propres et de valeurs propres d’opérateurs, dépendant du paramétre g,
pour lequel la théorie des perturbations analytiques de Kato [4] ne s’applique
pas, la perturbation étant singuliére. En effet, les domaines des opérateurs sont
bien différents selon que € est nul ou non nul. La géométrie particuliére de Q
permet cependant d’expliciter un développement des éléments propres en
fonction de €. Ces expressions étant introduites dans la représentation de la
solution «°, nous montrons (section 4.4) que le premier terme du développe-
ment de #° en fonction de ¢ est la fonction obtenue en appliquant la théorie de
I’homogénéisation [10] au probléme d’élasticité.

2. DEVELOPPEMENT DE BLOCH D’ONDES ELASTIQUES DANS UNE BANDE
PERIODIQUE

2.1. Position du probléme

On considere une bande élastique, cylindrique dans la direction x,, définie
dans le plan (x,, x,) par le domaine Q limité par les courbes (I',) et (I'_) res-
pectivement, d’équations x, = F (x,), x, = F_(x,).

Figure 1.

On suppose que les fonctions F, et F_ sont périodiques, de période 2 &
en x, de méme que les caractéristiques mécaniques, masse volumique et coeffi-
cients d’élasticité fonctions de x = (x;, x,).
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542 J. SANCHEZ-HUBERT, N. TURBE

On étudie la propagation des ondes SH de cisaillement dans un tel milieu.
Désignons par u, = u,(x, t)la k-iéme composante du vecteur déplacement de la
particule x a I'instant t. Compte tenu des propri€tés de symétrie des coefficients
d’élasticité, les équations du mouvement s’écrivent :

82u 0 aum
p(X) W k=— (ak,mn(x) 5x—"> .

0x,

Sile matériau est tel que I'on ait a,,3, = 0 pour k, /, n tous les trois égaux a 1
ou 2, nous pourrons chercher des solutions de la forme u, = §,; u(x, ). Elles
satisfont & I’équation scalaire :

Pu_ 0 ou
P(x)ﬁ = = (am(x) a—xq) dans Q. )

ox,
Les coefficients a,, = as,3, vérifient, outre les propri€tés de symétrie rappe-
lées plus haut, les propriétés d’ellipticité :
A, &8, = | |, o constante positive, pour tout . )
La masse volumique est bornée :

0<P0§P(X)§P1- 3)

Nous supposons (I', ) et (I'_) libres de contrainte :
ou
a,,(x) A 0 sur (T',)(resp.(I'_)) 4
q

v = (v;, v,) désignant le vecteur normal a (")) (resp. (I'_)) dans le plan
(%1, X3)-
A ce systéeme (1)-(4), il convient d’ajouter les conditions initiales :

w5 0) = uolx), e (x,0) = iz, 0) = u,(¥) ©

les fonctions u, et u, étant données, leurs propriétés seront précisées dans un
cadre fonctionnel approprié.

Nous considérerons par la suite des domaines Q, qui seront obtenus a partir
de Q en le tronquant aux plans x, = + 2 nn, n entier. Les hypotheses faites
plus haut sur le matériau seront retenues ainsi que les conditions de périodicité
et aux limites sur (I' ) et (T'_).
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Le déplacement sera noté «"(x, ?), les restrictions a Q, des fonctions telles que
masse volumique, coefficients d’élasticité définies dans Q seront également
indicées par n. Enfin, nous ajouterons la condition (4) sur x; = + 2 nn. Dans
la condition initiale (5) nous prendrons pour #}(x) la restriction de u, & Q,.

2.2. Formulation variationnelle

L’espace L*(Q) (resp. L*(Q,)) est muni du produit scalaire avec poids p(x)
(resp. p"(x)) et noté L;(Q). Multipliant scalairement dans L2 I’équation (1)
divisée par p(x) par un élément quelconque v € H*(Q) (resp. ve H*(Q,)) on
introduit de maniére classique 'opérateur A (resp. 4,) autoadjoint dans
LX(Q) (resp. autoadjoint compact dans L}(Q,)) associé i la forme hermitienne :

Ou 0v n
a(u, v) = L a,, —(,Ea—xq dx (resp. a"(u/", v)) . 6)

Le probléme se formule alors de la maniére suivante :
Trouver u, fonction de ¢,  valeurs dans L2(Q) telle que :
2
U gu=0
dt @)
u(0) = u,. w0) =u,
(resp. (7). Trouver u"...).
Si on se donne u, € H'(Q) et u, € L2(Q) la théorie des semi-groupes (groupe
de Stone) permet de conclure a I'existence et a I'unicité de la solution u [10]
(resp. u").

Remarque 1 : Dans la section 3.1, il sera utile d’introduire 'opérateur
A + I afin de travailler avec un opérateur défini positif (la famille spectrale
étant alors la translatée de celle de 4). On pourra donc dans (7) considérer
Iopérateur 4 comme I'opérateur associé a la forme a(y, v) de (6) plus (u, v) L2

2.3. Développement du type Bloch dans Q

Nous travaillons dans Q divisé en périodes @ du plan (x,, x,) définies par :

0<x,<2m
| ®

F_(x;) < x; < Fi(xy)

et nous cherchons des solutions dans @ reproduit par périodicité.
A Topérateur A défini ci-dessus, on associe une famille d’opérateurs A(k),
paramétrée par k € [0, 1], opérant sur des fonctions définies sur ¢, définie for-
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544 J. SANCHEZ-HUBERT, N. TURBE

X2

Figure 2.

mellement par :

On travaille dans H}(0) ou H, (0) désigne I'espace des fonctions périodiques
de H'(0) dont les traces prennent méme valeur en deux points (0, x,) et
@2 =, x,).

La formule de Green permet alors de montrer que le domaine de I'opéra-
teur A(k) est constitué par les fonctions u dont les vecteurs contrainte géné-
ralisée a,,((0u/0x,) + ik3,, u) v, sont égaux en deux points (0, x,) et (2 7, x,)
de @ et sont nuls sur les bords (I' ) et (I'_) de O (condition de Neumann géné-
ralisée). Par des arguments de démonstration analogues a [2] et [11], on montre
que :

ProPOSITION 1 : Pour k € [0, 1] fixé, il existe deux constantes positives o, et &,,
indépendantes de k, telles que la forme a(k) associée a A(k) vérifie

(A(k) u, u)Lg(w) =ak;u,u) = o, || u “;211(0) — oy flu ”?,g(@)-
1l en résulte que :

PROPOSITION 2 : Pour k € [0, 1] fixé, I'opérateur A(k) a une résolvante com-
pacte (A(k) + AI)™', Re A # 0. Il existe donc une suite dénombrable
0 < 0f(k) < S 02(k) > + oo de valeurs propres, de multiplicité finie,
de Popérateur A(k) associées a des vecteurs propres ¢°(x, k), ..., d™(x, k), ...
formant une base orthonormale de L‘f(@).

On constate facilement que I’ opérateur A(k) jouit de la propriété :

A(e®™ u) = e Ak) u

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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alors les fonctions e** ¢™(x,k) apparaissent comme les fonctions propres
généralisées de I opérateur A. Ce sont les ondes de Bloch du systéme.

Remarque 2 : Notons que si ¢™ est périodique en x, la fonction propre
généralisée ne Pest pas car la fonction e*** est périodique de période (2 w/| k |).

THEOREME 1 : (Développement de Bloch). Soitu € Lg(Q), a valeurs complexes.
Alors :

1 N
u(x) = lim J e gk Y a, k) $™(x, k) (10)
N-o Jo m=0
ou :
a,(k) = lim j ™ ¥ u(x) O™(x, k) p(x) dx . (11
N-w On -

De plus, on a I'identité de Parseval :
1 o
J | u(x) |? p(x) dx = J dk Y. |a,k) |*. (12)
Q 0 m=0

Démonstration : Le plan de démonstration est le méme qu'en [2] : soit
ue E = {v,ve C® nulledans un voisinage de I'infini } on construit la fonction
#x, k), ke[0,1],xe0 :

e, k) = Y ulx, +7v,x,) e HHY (13

YE2nZ

la fonction u étant nulle dans un voisinage de I'infini, la somme dans (13) ne
contient quun nombre fini de termes. # est un élément de Lz((O) et peut donc
étre développé dans la base des vecteurs propres ¢™(x, k) :

0

i(x, k) = Zo (k) G™(x, k) (14)

m=

avec, par définition,
(k) = (it(x, k),

O™(x, k)LnZ(@) = Z u(xy + 7, x3) e~ HxEY) $m(x; k) p(x) dx

o v

= J u(x,, x,) e~ o™(x, k) p(x) dx
Q

vol 20, n° 3, 1986



546 J. SANCHEZ-HUBERT, N. TURBE

puisque ¢™ et p sont toutes deux 2 n-périodiques en x, d’ou (11) pour toute
u € E dense dans L2(Q).
Pour démontrer (10) on calcule I'expression :

1
J e 1 fi(x, k) dk
0

(qui a un sens d’aprés la définition de #); il vient :

1
f ezkx1 Z u(xl + 7, xz) e—:k(m +v) dk =

0 Y

1

= Z u(x, + v, X;) j e ™M dk = u(xy, x,).
Y

0

Enfin, de (14) on tire :
| #Ce k) iz = 2 12 [
ou :

| o B [z = f |, k) 2 p(x) dx =

= Jf Y u(x; + 8, x,) e *O T Y(x, + v, x,) €KY p(x) dx
08

= J Y ulxy + 8,x,) u(xy + v, %) €7V p(x) dx
[

Y,

d’olt en intégrant en k :

f dkj |77(xa k) |2 p(x) dx = J Z | u(x, + 6, x,) lz p(x) dx =
0 0 o8

= j | u(xy, x,) | p(x) dx = | u(x) 17>
o

(10) et (11) sont vraies pour u € L2(Q).
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3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE FAMILLES SPECTRALES DANS DES
DOMAINES ALLONGES

3.1. Famille spectrale de ’opérateur A4
D’aprés ce qui précede, on a :
A" o™(x, k)) = €'t wn(k) $™(x, k)
donc du théoréme 1, on déduit la résolution spectrale de A4 :
1 ©
Au = L e dk m;o 02(k) i,(k) d™(x, k)
d’ou la famille spectrale de 4 :

EAN =0 si A<0

1
e*idk Y
m,o,

=

15

(A, M) u(x) = J‘ nk)d™(x,k) si A >0

0

Vérifions que &(4, 1) dans (15) est bien un projecteur : { 4,(k) } est un élément
de L*(0, 1; /%) d’autre part, I'opérateur qui a tout u € L2(Q) fait correspondre
{ 4,(k) } est un opérateur unitaire U. L’opérateur & (A) défini en (15) se trans-
forme donc en Popérateur U§(A) U ~! opérant sur {4,(k) } et donc en appli-
quant &£(A) une seconde fois on obtient £?(\) = &(A) c.q.fd.

On vérifie alors, sans difficulté, que &(\) défini par (15) est une famille
spectrale ([10], chap. 2, § 4).

Remarque 3 : Les points du spectre de 4 sont donc les valeurs de A appar-
tenant 4 la réunion des images de ®*(k) lorsque k parcourt lintervalle [0, 1] :
o A

. & 3
¥ ™ —— T -_—

Figure 3.

3.2. Etude de la convergence de la solution u” vers la solution du « probléme
limite »

Remarquons tout d’abord que nous avions retenu comme condition aux
limites sur | x, | = 2 nxn une condition de Neumann et qu’alors (6) était définie
pour tout ve H'(Q,). Si nous avions pris une condition de Dirichlet sur
| x, | = 2 nn il aurait fallu prendreve V,, :

Vn = {U’UGHI(Qn)alel=i2nn: 0} (16)
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548 J. SANCHEZ-HUBERT, N. TURBE

Dans ce qui suit nous désignerons indifféremment par V, lespace H'(Q,)
ou I'espace défini par (16) lorsque les raisonnements vaudront aussi bien en
prenant les conditions de Neumann que celles de Dirichlet.
Nous considérons ici le probléme formulé en 2.1, dans le cas :
uy, =0
et nous rappelons le théoréme de caractérisation ([10], chap. 12, § 3).

THEOREME 2 : (de caractérisation). La solution u" de (T") est I'unique fonction
telle que, pour tout T fixé on ait :

wel=0,T;V,), ifel0,T;LYQ,) an
«£'(0) =0 (18)

T
f [0, 0(0) — (2D, VO] dt = (i, W(O) 19

quelle que soit la fonction test \(t) = $(t) v ot v est un élément quelconque d’un
sous-ensemble dense dans V , et ¢ une fonction de la classe :

de{d;0eC (0, TH; H(T) =0}.

Il va de soi quune caractérisation analogue a lieu pour u.
Nous allons maintenant définir un prolongement de #* en dehors de Q,.
Nous ferons hypothése que les fonctions F, et F _, définissant les frontiéres
(") et ('), sont de classe C' par morceaux. Nous prolongerons alors «" de
telle sorte que le prolongement %" € H'(Q2), #" étant identiquement nulle dans
un voisinage de P'infini. Le processus de prolongement, standard, est schéma-
tisé sur la figure ci-dessous :

X
|
| ):——*—r‘{——p—; 0 (x)-

] ] X4

] M9 9 (M)l
Figure 4. Figure 5.
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a) Nous définissons un prolongement par « symétrie » autour de (I',)
et (T_) (cf fig. 4) : #(B) = u'(A4), puis nous restreignons le domaine obtenu
a un rectangle contenant @,.

b) Nous prolongeons alors par symétrie autour de | x, | = 2 nn puis
nous multiplions par une fonction 8(x,) du type indiqué figure 5. Enfin, nous
prolongeons par zéro au-deld de | x; | = 2(n + ) m.

¢) Nous appellerons #*(x) le prolongement obtenu, restreint au domaine Q.

D’aprés les propriétés classiques [7], on voit facilement qu'il existe une
constante c telle que :

| & “Hl(n) Sclu ”H!(Q,.) (20)

quant a #" nous le prolongeons par zéro en dehors de Q, et nous désignons par
it ce prolongement.

On a les estimations

| 7@ e
| #2C0) 2y < €2 VE€]—00, +00]. (22)

A

¢ Vte]— oo, +oof (21)

En effet, multiplions (7), scalairement par (du"/dt) dans Lg(Q,,) puis intégrons
sur Q,, nous obtenons :

%U (p(x) | & |2 + a"(u, u™) dx] -0

dou :
i@ 2@y + | #'@) |ii@, = Cte = || 4] 1220
et par suite :
| w(®) g1, <Cte  Vie]—o0, +oo] (23)
| #(® |20, S Cte  Vtel—oo, +oo. (29

De (20) et de (23) nous déduisons facilement (21), la seconde estimation décou-
lant immédiatement de (24).

PROPOSITION 3 : Ona:

" > u* dans L®(— oo, +00; HY(Q)) faible (25)
@ - i* dans L®(— oo, +90; LX) faible * (26)

u* = u solution du « probléme limite » (7) .

vol 20, n° 3, 1986



550 J. SANCHEZ-HUBERT, N. TURBE

Par extraction d’une sous-suite on a immédiatement :

" - u* dans L%(—oc0, +o0; HY(Q)) faible *
7 —v*  dans L*(— o0, +00; LXQ)) faible * .

Alors, v¥ = u* au sens des distributions sur ] — oo, + oo x Q. Ce résultat est
classique puisquon teste avec des fonctions a support borné. On vérifie alors
sans peine que I’ on peut passer a la limite dans (19).

Pour constater que uw*(0) = 0, il suffit de remarquer que, d aprés (25), (26),
pour n et T fixés " — w* dans H'[(— T, + T) x Q,] faible et d’appliquer le
théoréme des traces sur t = 0 compte tenu de (18).

Compte tenu des résultats précédents, on vérifie immédiatement que u* vérifie
(19) quel que soit v e { v; v e HY(Q) nulle dans un voisinage de I'infini }. v* est
donc bien la solution u du probléme limite (7).

3.3. Convergence des familles spectrales lorsque n — o0

Désignons par A4, 'opérateur analogue a4 A4 dans Q,. Comme Q, est borné,
le spectre de 4, est purement ponctuel, les valeurs propres tendant vers I'infini.
La famille spectrale est donc constante par morceaux avec discontinuités
aux valeurs propres. On étudie la convergence de & (4, A) vers & (A4, A) comme
en ([10], chap. 12, § 3) en effectuant la transformée de Fourier de 7 en A.

En notant que d’aprés (7) on a :

u(f) = cos(A4*? ) u, 27

et 'analogue :
w'(t) = cos (Ay/* 1) uy (28)

en multipliant scalairement (27) et (28) par ve {v;ve L'f(Q), nulle dans un
voisinage de l'infini }, on obtient, pour n suffisamment grand (cf. proposition 3),

(cos(4,? t) s, v) = (cos (A** Huy,v) L*(— o0, +00) faible = (29)

et a fortiori dans I'espace &' des distributions tempérées. On a donc aussi,
apres transformation de Fourier :

F @, V)@ — F (U Ve dans S 30)

Calculons maintenant la transformée de Fourier & (i", v),2¢)
Désignons par &(4,}/*, ) 1a famille spectrale de 4,}? que nous considérons
en tant quélément de L*(— oo, + o0, £Z(L§(Q)). L’opérateur 4, étant défini
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positif (voir remarque 1), il existe une constante positive B2 telle que :

Ay w) = B2 | o Iz, -

La famille spectrale est donc nulle pour A < B? et nous avons :

2

+ o + o
A, = j A dE(A,,\) = j A dé(A,, \)

— o
d’ou :
+ o0

+ o0
£“=J w”Mumm=f A dE (AN, )
B

et donc :
0 si A<pP

é"(A,.”z,l)={ "
(4,0 si A>B.

Nous avons alors :

cos (4,112 1) = % J (€™ + ™) dE(A)%, W)
B

= % J‘ elh d[g(A:/25 )\') - éa("‘1711/21 - ?\’)]
IA>8

et donc :

(COS (Anllz Duy, U)Lg(n,.) = % J‘ e d([éa(A,.llz, A) — éa(Anllz, — W] uy,v).
[A]>B

Or, le second membre n’est rien d’autre que l'inverse de la transformée de
Fourier de :

% ([E(AMN*N) — €AY — M uy, v).

Nous pouvons donc énoncer :
Si () est solution de (7), pour tout v € L*(Q,) nous avons :

F (D), v) = \/g %([@@(A,,”z, A — &AM — V] uy, v)
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qu d’apres (30) converge au sens des distributions tempérées vers

\/’_2‘ ‘%([g(,q”z, A) — E(AM2, — W] uy, v)

pour tout ve { v, ve L*Q) nulle dans un voismage de I'mfin1 } et tout u,
appartenant a L2(QQ)

Remarque 4 En fait, puisque les familles spectrales sont nulles pour
Ae(0,B),ona

\ﬁzt L EUAL N ) > 72BN ) (3D

Yo e L2(Q) nulle dans un voisinage de I'infin1 Par ailleurs on peut passer de la
convergence des derivees (31) a celle des fonctions

(E A2 0 uy, Ve — (64 12 0) uy, V)2 (32)

dans L®(— oo, + o0) faible %, ce qui résulte facilement du fait que les fonctions
du premier membre de (32) sont bornées et nulles pour A < 0

Remarque 5 Notons que la convergence des solutions 2" vers u est obtenue
mdépendamment du choix de la condition aux Iimites (Neumann ou Dirichlet)
sur | x, | = 2 tn Comme 1l a été explique dans 'mmtroduction, pour ¢ trés grand,
la convergence obtenue est trés faible, et 'onde reflétée, qui provient de I’adjonc-
tion des frontiéres | x, | = 2 nn, devient insaisissable lorsque n — oo

3.4. Cas d’une suite de domaines allongés de forme fuselée

L’étude précédente s’étend, moyennant des modifications appropriees
qui ne seront pas explicitées 1c1 et qui concernent la méthode de prolongement,
a toute une variété de problémes analogues Nous examinerons 1ci, sans
entrer dans les détails, les deux cas représentés figures 6 et 7

X,

Figure 6.
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/ m X4

Figure 7.

Les domaines Q, sont limités par les courbes d’équations :

X = 2 f(x)

la fonction f est définie pour — a < x, < a et ont 'allure représentée figures 6
et 7. Les coeflicients d’élasticité ne dépendent que de x, et sont 2 n-périodiques
en x;. Le domaine limite Q est naturellement la bande comprise entre les
droites x, = — aetx, = a.

Considérons d’abord le cas de la figure 6, la démonstration précédente reste
valable pourvu que I'on puisse définir des prolongements ~ et &~ de Q. a Q
satisfaisant la propriété des bornes (20). On prendra ensuite pour ’étude de la
convergence des fonctions v € 2(Q) de telle sorte que, pour » suffisamment
grand, Q, contienne le support de v et on obtient 'analogue de la proposition 3.
Le résultat énoncé a la fin de la section 3.4 reste valable pour tout v € 2(Q)
etue LX(Q).

Nous effectuons le prolongement au rectangle G, défini comme indiqué
figure 8.

9a 251

Xz
—
e

Figure 8.
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On prolonge par « symétrie » soit par rapport a la normale soit par rapport
a la verticale alors, au bout dun nombre fini (qui dépend du rapport a/b)
d’opérations de ce type on recouvre le domaine G,. La fronti¢re est définie par
x, = =+ F(ex,) et donc i par :

#H(x,, x3) = ulx,, £ 2 F(ex;) — x,).

Enfin le jacobien de la transformation qui fait passer de u# a # étant borné il
existe une constante ¢ telle que :

| & ”Hl(Gs) <clu ”Hl(ng)

d’ou1 (20) et ce qui en découle. Quant & « on le prolonge par 0 4 lextérieur de Q..

Dans le cas de la figure 7, avant de prolonger, on prendra la restriction de la
fonction u, définie sur Q,, au domaine ﬁe défini en tronquant Q, a la moitié
de sa longueur :

Q= Qer\{(xl,xz);lxl! g%f@)}.

Le prolongement se fait ensuite 4 partir de Q, comme dans le cas de la figure 6.
Ce sont donc les fonctions ainsi modifiées (troncature suivie de prolongement)
qui convergent de fagon analogue a celles correspondant au cas de la figure 6.

4, HOMOGENEISATION D’UNE BANDE ELASTIQUE, PERIODIQUE, ISOTROPE
4.1. Représentation des ondes SH

La solution u(z) du probléme (7) admet un développement de Bloch, de la
forme (10), dans la base des fonctions propres ¢™(., k) des opérateurs A(k),
définis par (9). Les composantes i, dépendent de k et du paramétre temps 7.
k étant fixé, elles sont déterminées par résolution du systéme :

d*a,
dr?

+ @2(k) 4, = 0 (sans sommation sur m)

Uk, 0) = J e ug(x) §™(x, k) p(x) dx
Q

%ﬁ (k, 0) = J ™™ uy(x) $™(x, k) p(x) dx .
4 o

C’est un systéme a un nombre infini d’'inconnues. Il peut cependant étre
utilisé pour trouver des approximations de la solution u(¢).
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4.2. Cas d’une bande isotrope

Soit € un petit paramétre positif donné. La bande élastique considérée est
2 n-périodique par rapport a la variable y,, y; = x,/e. On suppose le milieu
défini par le domaine Q = { x = (x;, x,); x; € R, 0 < x, < 27 }. Le milieu
est isotrope (hypothése non restrictive). La masse volumique et les coefficients
d’¢élasticité ne dépendent que de la variable y, :

pi(x;) = p(%) Hi(xy) = u(%)

et sont 2 m-périodiques par rapport 4 y,. Pour simplifier, nous supposerons ces
fonctions réguliéres.

Les conditions initiales u, et u, dépendent, quant a elles, des variables x;
et x,. La structure du matériau a donc une échelle petite devant celle des
données. Nous nous proposons d’étudier le comportement de la solution
lorsque ¢ tend vers 0.

Effectuons le changement de variables : y, = x,/¢, y, = x,. Les techniques
de développement de la section 2 s’appliquent, mais la dissymétrie entre les
variables x, et x, introduit certains coefficients multiplicateurs dans les opé-
rateurs auxiliaires A (k) car :

R A
0y,’ 0x, 0y,

™ |-

9 _

ox,

On est amené a définir les opérateurs A(k, €), k € [0, 1], agissant sur les
fonctions définies sur ¢ = (J0, 2 n[)* :

__ 1 (o . 0 )| Eroy @
0= 557+ 1) (37 #)) - o o

Le domaine de I'opérateur A(k; €) est formé par les fonctions de H2(Q)
qui satisfont a la condition de Neumann généralisée, qui devient ici :

—a-i=0 sur y, =0 et y,=2m. (349
9y,

Désignant par d™(y, k, €) les fonctions propres, associées aux valeurs propres
o2(k, €), des opérateurs A(k, £), on développe sous la forme (10), la solution »*
a laide de ces fonctions. Le comportement de «° est déterminé par celui de
Wy, k, t,€) = Y d,(k t,€) &"(y, k, €) [12]. Pour préserver le caractére hyper-

m
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bolique, nous effectuons le changement d’échelle de temps ¢z = €1. La solution
u° a alors pour représentation :

1 o
W(x, 1) =f e Y (ay € + a7 ) Q"(p, k) e (39)
0 m=0

Xy

Yy = sy Y2 = X, T =

t
€ €

ou les coefficients a? (k, €) sont calculés & partir des conditions initiales par :

a,: +a, = f e " uy(€yy, y2) 5’"()’: k, €) p(yy) dy
? (36)
i0,(a, — a,) = SJ e™ ™y, (ey,, ¥2) O™(1, k, €) p(y,) dy
Q

Comme dans les problémes d’élasticité [11] ou de mélange fluade-solide [12].
la valeur propre nulle, obtenue pour £ = 0, ¢ = 0, joue un rdle essentiel. On
effectue donc dans (35), (36) le changement de variable £ = €K et on examine
le comportement des expressions ea; lorsque € tend vers 0.

4.3. Etude des opérateurs A(¢K, €) lorsque £ tend vers 0

Les opérateurs A(eK, €) ont des domaines différents selon que € est nul ou
non nul. Cette singularité imphque une étude particuliére, étude qui peut étre
menée grace a la géométrie de 'ouvert ¢ et a la forme des coefficients p et p.

Définissons :

1 d . d .

Cette famille B(eK) opére sur I'ensemble des fonctions v(y,), v € HZ(]0, 2 =),
L*(]0, 2 n[) étant muni du produit scalaire avec poids défini par p(y,).

Pour 0 = €K =< 1, l'opérateur B(eK) est positif, auto-adjoint, anticompact,
et par conséquent, il existe une suite dénombrable

0= CX.(Z)(SK) == af(SK) = 4+ o0

de valeurs propres, de multiplicité finie, de 'opérateur B(eK), associées a des
fonctions propres ¥°(y,, €K) ..., V'(y,, €K)... formant une base orthonormale
de L*(]0, 2 n[). La théorie des perturbations analytiques de Kato [4] s’applique
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et il en résulte que I'on peut développer fonctions propres et valeurs propres
en fonction de € :

o(eK) = 0?(0) + e, + €2, + - (r=0,1,2.) }

38
V(ry, eK) = Wo(rs, 0) + sWi(p) + &2 Wh(yy) + - (38)

Dans les développements (38), K est un paramétre intervenant dans les
coefficients «,, ... V] ... Remarquons que 0 étant valeur propre de B(0), le
premier terme, \}, du développement de °(y,, €K), est une constante. Etu-
dions plus précisément le cas r = 0.

B(eK) V°(yy, eK) = ag(eK) ¥°(»,, €K) - (39

Portons les développements (38), avec r = 0, dans la définition (39) et
identifions les termes de méme puissance en .

Des termes d’ordre €, on déduit : o, = 0. Désignant par y(»,) la solution
du probléme :

__1 4
p(yy) dy,

la fonction Y? est alors donnée, 4 une constante additive prés, par :
Vi = iKVg x(y)-

Des termes d’ordre €2, on déduit o,,. Notons { et i les valeurs moyennes de
la masse volumique p et du coefficient de Lamé . :

a|__1 a
[u(yl) dyl] CALD x € H,(10, 2 xf) (40)

_ 1 2n N 1 2z
p= E_nj p(y) dyy, B = EJ wyy) dyy (41)

0 0

et introduisons p*, coefficient de Lamé homogénéisé [10] :

Q. " 4 (42)
W= o i g

Nous obtenons : oy, p = K2 p" et ainsi sont déterminés les premiers termes
de (38), avec r = 0.

Etudions maintenant les éléments propres de A(eK, €). Considérons un
vecteur propre quelconque, noté y(y,, eK), de 'opérateur B(eK) associ¢ a la
valeur propre a*(eK), et la fonction ¢(y, eK) = (y,, eK) f(»,), f fonction
de y, arbitraire. ¢ est un élément de D(A(eK, €)) dés que fe H'(]0, 2 xn]) et

vol 20, n° 3, 1986



558 J. SANCHEZ-HUBERT, N. TURBE

satisfait a : df/dy, =0 en y, =0 et y, =27, et ¢ est fonction propre de
A(eK, €) si :

AEK, ) d = 0 . 43)

La forme de 'ouvert @ permet de déduire alors :

2n 2
a?(f, v) — 82<j ply? dy1> <Z—{, v> = 0*(f,v) VveL*]0,2n) (44)
) )2

ou (f, v) est le produit scalaire de f et v dans L*(]0, 2 «f) (sans poids). Si I'on
choisit v = fdans (44), on montre, compte tenu des conditions aux limites,

que ®* — o? est une expression positive, soit ®> — a? = g* €2 ¢?, avec

2n

*(eK) = J w(yy) | Wy, eK) | dy; - (49)

0

Et ainsi la fonction ¢(y, eK) = Y(y,, €K) cos gy,, ¢ = n/2, n € N, est fonction
propre de A(eK, ¢).

Les variables se séparant, on montre aisément que 'ensemble {a /\/5. )
V(1 €K), (IA/7) V(3y, €K) cos (1/2) y,, re N, ne N* } sidentifie & Pen-
semble des fonctions propres de A(eK, €), relatives aux valeurs propres
a2(eK) + €2 c2(eK) (n?/4). Chaque vecteur propre de lopérateur B(eK)
donne donc naissance a une infinité de vecteurs propres de 'opérateur A(eK, &).
Reprenant les développements (38), il résulte :

PROPOSITION 4 : Les éléments propres de I’opérateur A(€K, €), défini par (33),
admettent des développements en fonction de € :

1 'y

o(y, eK) = ——=V"(y,,0) + e¥)"(yy) + ~ reN,neN* )
J2n

1 n n (46)
$n(y, €K) = \T\l!'(yl, 0)cos 5y, + e¥y'(yy) cos 5y, + -

n

fonctions propres associées aux valeurs propres :
2
02 (eK, &) = o2(0) + ea,, + sz[a,Z + % c,(O)] + 47

les couples (U'(y,, 0), a?(0)) étant éléments propres de I'opérateur B(0) de (37),
et le paramétre K intervenant dans les coefficients ", V', ..., 0,1, %,...
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Explicitons notamment les premiers termes de ces développements pour
r=0.

1 ieK
$(y, eK) = — + = x(y,) +
nﬁ 2 n\[ @8)
ieK
d(y, eK) = 2y + ———(y) cos =y, +
n./ 2 n/2p 2
associées a :
h 2 ~ 2
w2 (eK, €) = sl(g— + %”-). (49)
p p4

Dans la suite, nous noterons a,(y,) (» € N) les termes principaux des vecteurs
propres $2(, £K) :

a,(y2) = sion#0, oy,)= si. n#0  (50)

1 1 n
———Ccoszy
2n./p n/2p 2
et €Q,(K) la partie principale de ©,,(eK) :

K2 n?
2 _ ok
QiUK)=yp 5 T (51)

hel) l'::z

4.4. Comportement de u° lorsque ¢ tend vers 0

Reprenons les égalités (36), avec k = €¢K. La forme des éléments propres
¢7(y, €K), 0,,(eK), de A(eK, €) entraine “un changement de notation, les
coefficients inconnus étant dorénavant désignés par a(r, n € N). Effectuons
le changement de variable ey, = x,.

+ - _ —-iK - X X1
€a,, +£arn - J‘ e ® uo(xla X2) ¢;<—g1‘ » Xg, EK) p<?>dxt dxz
Q

1
—(x x
i0,,(¢a,, — €a,,) = € J‘ e uy (xy, x,) ¢;<? > X2 5K> p(ﬁ) dx, dx,
Q
(52)
Ces conditions initiales font intervenir des intégrales de la forme

I(e) = J Sf(xys x4/8, x5) dxy dx, ,
o
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fétant une fonction 2 n-périodique par rapport a la vanable y, = x,/e Par
une propriété classique

1 2n
Iim I(e) = J dx, dx, (E—RJ f(x1, 15 X3) dyl)
/o) 0

=0

Nous sommes donc conduits, d’aprés la forme des fonctions ¢, a étudier
le comportement des expressions

Efe) = 5~ J V(v eK) p(v) dy,
0

Utilisons les développements (46) La base V'(y,, 0) etant orthonormale et
V°(y;, 0) constant, 1l résulte que E,(€) tend vers 0 pour r # 0 Par conséquent,
le comportement de #* est uniquement gouverné par les termes » = 0 du
développement (35) (aprés changement de notation) De (52), a I'aide de (48)
et (49), 11 vient

2n

ga;, + €ag, =+/2 T 5?<J
(4]

1Q (sag, — €ag,) =/2 pF <J

0

ug(X15 X5) 0,(x5) dxz) (K) = up(K)

’n (53)
uy (x5 X5) 0,(x2) dx2> (K) = u,,(K)

ou & désigne la transformée de Fourier par rapport a la variable x; et ou o,
et Q, sont définies par (50) et (51)

Le systéme (53) étant résolu, on reporte les expressions de a;, dans le déve-
loppement (35) (avec k = €K) Il en résulte que lorsque € tend vers 0, #° tend
vers u°

uo(x, ) = f e [(uo,,(K) —Qiu1n> e

0 n=0 n

+ (uo,, — Q—l u1n> e'n"'] a,(x,) dK (54)

les coefficients u,(K), u, (K), Q(K), a,(x,) etant respectivement définis par
(53), (50), 51
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On montre aisément grice a (50) et (51) que

PROPOSITION 5 La solution i converge pour € tendant vers 0 vers la fonction u°
solution du probléeme délasticité

- 0*u° R 0% %0
oz~ Wga TRGg dans Q
ou®

— =0 sur x, =0 et x,=2mx
ox, 2 2

u%(x, 0) = uy(x), £‘%ﬁ(x, 0) = u,(x)

Ce probléme est ’homogénéisé du probléme mmitial [10] Remarquons que de
I’expression (54) on déduit la représentation des ondes SH [1] dans une bande
¢lastique, homogene, 1sotrope, la relation de dispersion étant

QLK) = (u/p) (K? + n?/4)
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