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m MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol 20, n° 4, 1986, p 639 4 665)

PRESENTATION DE SYNTHESE
DES METHODES DE GRADIENT CONJUGUE (*)

par P. Jory (%)

Commumqué par P G CIARLET

Résumé — Trows formulations d’algorithmes de gradient conjugué sont présentées. La plupart
des algorithmes connus s’en déduisent comme cas particuliers L’étude des propriétés de la méthode
générale permet de comparer leur vitesse de convergence

Abstract. — General formulations of comjugate gradient methods are introduced, which contain
most of the wellknown algorithms Theuwr properties are deduced from the study of the general for-
mulation

HYPOTHESES ET NOTATIONS

Soit a résoudre le systéme linéaire 4.x = b, ou 4 € R"*" est une matrice
réguliere, x et b e R"

On note *4 = %(A + 'A) la partie symétrique de 4

et*4 = %(A — '4) la partie antisymétrique de A.

Soient H et K € R"*" deux matrices dont la partie symétrique est définie
positive, on introduit

N = '4*H A matrice symétrique définie positive
et M ='L N L matrice symétrique définie positive
ot °K =L'L estla factorisation de Cholesky de la partie symétrique
de K.
Enfin pour tout r € R", on définit E(r) = (v, Hr) = (r, *Hr).
E est une fonction strictement convexe puisque °H est définie positive.
(., .) désigne le produit scalaire usuel de R".

(*) Regu en janvier 1985
(*) Unversité Pierre et Mane Cunie, Laboratoire d’Analyse Numérique, Tour 55-65, 5¢ étage,
4, place Jussieu, 75230 Pans Cedex 05
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L’objet de ce travail est 'étude d’algorithmes de minimisation sur R” de la
fonction r — E(r), qui admet un minimum unique 0, pour r = 0. La conver-
gence de ces algorithmes est li€e aux propriétés des matrices 4, H et K.

PREMIERE PARTIE : UN ALGORITHME D’ORTHOGONALISATION

1. Définition de P’algorithme d’orthogonalisation

On considére I'algorithme suivant

Initialisation

Itérations

avec

x° € R" quelconque

r° =b — 4Ax° = A(x — x%

g° ="4°Hr® = N(x — x°

0 = Kg() .

(A.1)

of = (g" PP, NP
xk+1 — xk + dkpk
gk+1 — gk _ (Xk Npk =14 sH'Jc+1

k

pk+l — ng+1 + lé‘o ﬁ;t?lpt
Bi*t = — (Kg"*"', NoH (P, Np) 0<I<k.

II. Propriétés de Palgorithme d’orthogonalisation

LemMME 1 :
1)
2)
3)
4)
5)
6)
7

(P*, Np') =0 Vk # 1
(g% p") =0 0<I<k
(6" =0%r) 0<li<k
(g% P = (4" Kg")

(Kg*, Np*) = (", Np)
(g Kg') =0 0<I<k

Fk<ngt=0
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METHODES DE GRADIENT CONJUGUE 641

Démonstration : les propriétés sont établies par récurrence
1) (p', Np°) = (Kg', Np°) + B4s(p°, Np°) = 0
supposons la propriété vraie jusqu’a 'ordre k£ — 1, alors
(. Np) = (Ko Np) + X B NG) 0 <1<k

= (Kg*, Np) + Bi(»', Np') 0<I<k
= 0 par définition de B}

on en déduit 1) en utilisant la symétrie de N.

k~1
2) g¢=9¢g'— Y /NP 0<I<k
i=1
donc (g5 ph) =g\ p) — (P, Np) 0<i<k

= 0 par définition de o’

3) k étant fixé, la propriété est vraie pour / = 0, on la suppose vraie jusqu’a
Pordre /, alors

(g% P9 = (4, P — /(NP pY) = (¢° PY)

k-1

4) (g% P = (6" Kg") + lgo Br(4%, p) = (g% Kg")
o

5) (P*, NP = (Kg* Np*) + Y. Bi(p', NP = (Kg* Np»)

-1
6) (9" Kg') = (g“, r-x Bﬁpi>

=0 pour 0</<k dapres(2)
7 soit G¥ = {geR", VI 0<I<k (9,Kgh) =0}

Par construction de la suite (¢), .y ! € G¥, donc G* n’est pas réduit a
{0} (sinon g**! = 0 et Cest terminé).

Par définition G**! = G

Supposons qu'il existe k, 0 < k < n tel que G**! = G* alors d’aprés ce qui
précéde (g**!, Kg**') = 0, soit g*** = 0 puisque la partie symétrique de K
est supposée définie positive.

S’il n’existe pas de k, 0 < k < n tel que G*¥*! = G¥, alors on a la suite

vol. 20, n® 4, 1986



642 P. JOLY

d’inclusions strictes :
n—1 n—2 1 Q
G = G -G G < G
soit dmG" ' <dimG"? <dimG! <dimG°=n — 1.

D’ou dim G"™! = 0; on en déduit g" = 0.
L’algorithme converge donc en au plus nitérations. O

THEOREME 1| : L’algorithme (A .1) converge en au plus n itérations, vers la
solution du systéme Ax = b.

Remarque 1 : Des relations (Kg*, Np*) = (p*, Np“)
et (40" = (4" Kg"

on déduit que 'algorithme ne peut dégénérer.
En effet si (p*, Np*) = 0, alors p* = 0 ce qui entraine
(G“Kgy=0et g=0.
Donc on peut toujours calculer les coefficients of et Bf 1.
De méme si o = 0, alors (g%, p*) = (g% Kg") = 0, soit g* = 0. L’algorithme
ne s’arréte que s’il a converge !

Remarque 2 : Si °K n’est pas définie positive, I'algorithme (A .1) peut étre
modifié pour minimiser E sur 'orthogonal dans R” de 'ensembie des vecteurs
g # 0, tels que (g, Kg) = 0 (voir K. Ito [11]).

Remarque 3 : Le signe de (p¥, Npb) {respectivement (g%, Kg*)) ne joue aucun
role dans la démonstration de convergence, il suffit que N (respectivement K)
soit définie. Ces hypothéses seront utilisées plus loin, pour I’étude de la vitesse

de convergence.

Remarque 4 : L’algorithme (A.1) est une généralisation de l’algorithme
présenté par Eisenstat ez al. [6], qui correspond au cas H = et K ='47!
(en supposant *4 définie positive).

LEMME 2 : Si on suppose la matrice K symétrique, alors

8) (9% Kgh) =0 Vk # 1

9) (Kg**!, Np") = 0 0<lI<k
10) (ng+1’ Npk) —_ (gk+1’ ng+1)/ak

11) Bitt =0 0<I<k

Bitt = (¢, Kg** /(4% Kg")
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METHODES DE GRADIENT CONJUGUE 643

Démonstration .
8) D’apres 6) en utilisant la symétrie de K.
9 (Kg**', Np') = <Kg"“, é(g’ - g’“))
=0 pour 0</<k
10) (Kg**', Np*) = — (¢, Kg** o

11) Bi*! = — (Kg"™', NpH(p', Np')
=0 pour 0</<k

wr _ (675 Kg*th (0" NpY)

et = .
* (PN T (44 Kdh
g
Si la matrice K est symétrique, P'algorithme (A . 1) s’écrit donc :
Initialisation :
x° e R quelconque
r® =b— Ax® = A(x — x°)
g° ='4°Hr° = N(x — x°)
pO = KgO .
(A.2)
Itérations :

of = (g" Kg"/(p", Np")
XKt = xk 4 ok pk
gt = g* — ok Np* = *A SHP*?
B = (g**1, Kg** 1) /(g% Kg")
Pl = Kghtl 4 BRHL pk

On reconnait sous cette forme I'algorithme du gradient conjugué généralisé
de Daniel [4], et la méthode des directions M 1-M2 conjuguées de II'In [10].

vol. 20, n° 4, 1986



644 P. JOLY

III. Vitesse de convergence

On pose E* = E(7*) = (b — Ax",“H(b — AxY))

et on note { p°, p', ..., p* > Pespace vectoriel engendré par p°, p', ..., p~.

LEMME 3 : x**! réalise le minimum de E*** sur Iespace affine

x® +{p%p . P

Démonstration : 11 suffit de montrer que x'*! réalise le minimum de E'*!
dans la direction p', pour 0 < / < k.

x(0) = x' + ap'
r(e) = r' — adp'
E'™ = (¢, Hr') — 2a(g", p) + o&*(p', Np))

la valeur o' = (g, p)/(p', Np") réalise le minimum de E'** dans la direction p',
et Pon pose X' 1 = x(), r'*! = r(d).
De maniére générale

k k
E¥*' = E° — 202 o'(d', ph) + IZO (*(p', Np'). O
1= =

LemMME 4 : E**' = E* — (g%, Kg?*/(p*, Np").

y . . oge » o, . k
Démonstration : en utilisant la définition de o et le lemme 1.

On en déduit que la convergence de I'algorithme (A.1) est monotone, le
cas E¥*! = E* entrainant (g*, Kg*) = 0, soit g* = 0.

LeMME 5 : (p*, Np*) < (Kg¥, NKg"b).

Démonstration :
k-1
P =Kg" + } Bp
=0

k—1 k—1
soit (p*, Np*) = (Kg*, NKg") +2 Y Bi(Kg", Np) + 3. (B)* (¢, Np))
1=0 1=0
en utilisant la définition de Bf, on obtient
k-1
(P% Np*) = (Kg*, NKg") — ¥ (Kg" Np)*/(p', Np)). O
=0
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METHODES DE GRADIENT CONJUGUE 645

THEOREME 2 :

)"min (‘LS(K - 1) L)>k

k of1 _
2.1) E*<E <1 ~oad O}

2.2) Si la matrice K est symétrique

. of cond (M) — 1\
E<E (cond(M) +1

)“max(M)
}\’min (M) )

Démonstration : D’apres le lemme 4

avec cond (M) =

E**' = E* — (4" Kg")*/(p", NP
d’autre part
E¥ = ( H*) = (¢ N1 gb
don

BT (g Kg" _ (g% Kg")

E* @ N-1gH " (NP

soit encore d’apres le lemme 5

E¥*1 (4", Kg" (4% Kg"
Eksl_ kN—lk)kaNKk
(g% g9 (Kg*, NKg")
1) K n’est pas symétrique

K =L.'L + ®*K avec °*K = L.'L définie positive

0" KgH _ (B, gy

alors = >
("N 19y (M 1h

ou M = 'LNL est une matrice symétrique définie positive
eth = ‘Lg*
Amin (M) est la plus petite valeur propre de M.
Soit ee R", tel que Le = Kg* = Lh + “Kg*
alors (Kg*, NKg") = (e, Me)
(9" Kg") = (e, "L (K ") Le)

vol. 20, n° 4, 1986



646 P. JOLY

donc
(9% Kg) _ (g9 y (e,"L(K~") Le) > Moun (LK"Y L)
(Kg*, NKg") (e, Me) (e, €) T A(M)
en déduit
Ek+1
k <1- M x A‘mm (th(K_l) L)
E }“max(M)

Amax(M) est la plus grande valeur propre de M.
2) K est symétrique

K = L.'L
(g% Kg" (h, h)
1 -
aon @ N-'g) Mk
ot (¢ Kd) _ (nh
(Kg*, NKg")  (h, Mh)
avec h = 'Lg*

et M = 'LNL matrice symétrique définie positive en utilisant 'inégalité de
KANTOROVITCH [8], on obtient

{ Ak WLk ( Ak k
\Yy > ny \g> Kg ) ?"mm (‘M) )‘max(‘n/!)

N gD (K NKgD " (o (M) + A M))?

soit encore

Ei <1-—4 Aenin (M) Apor(M) _ [cond M) — 17
Ek h ()\‘mm (M) + %’max(M))2 cond (M) +1
cond (40 = 22037 :

Remarque 5 : De Tlidentit¢ YK ') = [*K + “*K(K) ! *K]~' (voir
Eisenstat et al. [6]) on tire

tL s(K—l)L — [1 + L—l msK(sK)—l asKtL—l]-l

doury, (LK) L) = 1/1 + Ap(S)avec S = L™ K(EK 1) @K 'L~
matrice symétrique définie positive.

M? AN Modéhsation mathématique et Analyse numénque
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METHODES DE GRADIENT CONJUGUE 647

Donc A, (LK) L) < 1.
Remarque 6 : Si la matrice K est symétrique, la majoration 2.2 peut étre

améliorée suivant :
B < 4Eolf/cond (M) — 1:|2"
Jeond (M) + 1

en utilisant les propriétés des polyndmes de Tchebycheff (voir par exemple
G. H. Golub, G. Meurant [8]).

IV. Optimalité de I’algorithme (A.1)
LeMME 6 :

Cp%ps . p* Y = CKg% Kg', ... Kg* ) = {p°% (KN) p° ..., (KNYp° > .
Démonstration :

1) <p%ph, ... P*> = (Kg° K¢, ..., Kg* >.

On établit la propriété par récurrence :

— elle est vraie pour k = 0, puisque p° = Kg°,

— supposons la vraie pourtout ,0 < / < k.

k-1
De la relation p* = Kg* + Y B*p', on déduit I'inclusion
1=0

<p0, pl, ""pk > < < Kgo’ KgI’ AR ] ng > .

Mais d’aprés le lemme 1, les vecteurs p°, p!, ..., p* sont linéairement indé-
pendants, soit

dim { p°% pt, .., p*> =k + 1 < dim < K¢g°, Kg*,..,Kg*> <k + 1.

Donc ¢ p°% p', ..., p* > = ( Kg¢°% Kg*, ..., Kg* .
2) {p%p, . P> = (P (KN) p° .., (KN)“ p° >
— la relation est vraie pour k£ = 0,

— supposons la vraie pour tout , 0 < / < £,
1

k_
par définition p* = K(g*"! — «*" ! Np*" 1) + ¥ Bk p'
1=0
k-1
soit pk—l - (ng—x + Z ﬁl{pl) — k-1 KNpk-l
=0

d’aprés ’hypothése de récurrence et la premiére égalité du lemme 6, le premier

vol. 20, n° 4, 1986



648 P. JOLY

terme appartient au sous-espace { p°, (KN) p° ..., (KN)Y*~! p° >. On en déduit
Iinclusion

{p%ph o PF D = K P%(KN) PO, ..., (KNY* p° )

et on conclut comme précédemment. O

Remarque 7 : L’étude de la vitesse de convergence montre que 'algorithme
idéal correspond aucas KN = NK = I(ensupposant K symétrique). Dans ces
conditions cond (M) = 1, mais d’apres le lemme 6 :

Yk < p% Pty . PF D = (PO (NK) p°, .., (NK)* p° > = (p°>.

La méthode converge donc en 1 itération ! Il s’agit en fait d’'une méthode
directe, car D'initialisation d’un tel algorithme nécessite le calcul de

pP =471 =KN4A" /0.
LEMME 7 : Si B € R"™" est symétrique définie positive,
VyeR", VAeR"™", (A4y, BAy) < cond(B)| 4 ||}(» By)
: | il (4y, 4y)'"
o [, = supl2le _ o Car 4
o [yl y#0 (1Y)

Démonstration :
(Ay. BAy) _ (Ay, BAy) (AV,AV) (7,9)
(», By) Ay, 4y) ~ () O, BY
(4y, BAy) _
(4y, Ay)

(4y, Ay) 2
Oy <141z

(629)) 1
(», By) < A (B)

(4y, BAy) 2
OB < cond(B)| 4 |3.

A’max(B)

THEOREME 3 :
3.1) E* < E°cond(N71) mm | a(NK) |3 .
(0) 1

M? AN Modéhsation mathématique et Analyse numénque
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METHODES DE GRADIENT CONJUGUE 649

3.2) Si la matrice K est symétrique

E* < E°cond(M~') min | q(M) |3

qe Py
q(0)=1

ou P, est I'ensemble des polyndmes réels de degré inférieur ou égal a K.
Démonstration

1) D’aprés le lemme 6, les vecteurs g* générés par l'algorithme (A.1) sont
de la forme g* = K ™! ¢,(KN) Kg° = q,(NK) g° ou g, est un polyndme réel
de degré inférieur ou égal a k, tel que ¢, (0) = 1.

Donc E* = (g5 N"' ¢") = (a(NK) g% N "' q(NK) ¢°)

soit d’aprés le lemme 3

E* = min (@(NK) g° N ~* g(NK) ¢°)
qe
q(0)=1

et E¥ < E° cond(N ™) min || ¢(NK) ||} d’aprés le lemme 7.
ge Py

q(0)=1

2) Si K est symétrique : NK ='L™* M'L et q(NK) ='L™ ' q(M)'L

soit E* = min ('L™* q(M)'Lg° N ~''L™* g(M)'Lg°)
ql(los)ikl
E* = min (q(M)‘Lg° M~ q(M)'Lg®)
5
= E* < E°cond (M ~") min | (M) I3. O
g € Dk
a(0)=1

V. Interprétation de I’algorithme (A.2) comme une méthode de Lanczos

On suppose dans cette partie que la matrice K est symétrique. Par définition
des vecteurs p* et g* :

ng — pk _ kak—l
Npk — (gk _ gk+1)/uk

. koo 1 B* 1
soit NK"=~—B"1+_+ k_ L gk+t
g 17 o a1 g g

on définit | g*| = (g% Kg")'/?

vol. 20, n® 4, 1986



650 P. JOLY

et G* =g"/lg"|
alors Bk — ng |2/| gk—l |2
k 1 k k+1
et NKG"=l{_—?—16"“+(—-k+ E_1>G"—\/B—k6"“.
o o o o

Enfin on note G, L, A € R™ les matrices définies par

G =[G}, G2, ..., G"]

- 1
L= —ﬁz\o
Y -8 L
- .
= 0
A= \
: 1
. a—

L’algorithme (A . 2) se résume alors dans I’équation matricielle
NKG = G(LA'L)

mais par définition de G : 'GKG = 1
soit en utilisant la factorisation de Cholesky de la matrice K :

(GL) M(LG) = LA'L

ou Q = 'LG est une matrice orthogonale : ‘QQ = [
et M = 'LNL est une matrice symétrique définie positive.

L’algorithme (A.2) est donc équivalent a la méthode de Lanczos pour
le calcul des valeurs propres de la matrice M.

Remarque 8 : si K n’est pas symétrique, 'algorithme (A . 1) peut s'interpréter
comme une méthode d’Arnoldi.
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VI. Ecriture d’algorithmes classiques sous Ia forme (A.1)

Nous présentons un tableau résumé des algorithmes classiques obtenus
par un choix approprié¢ des matrices H et K. La matrice M correspondante
détermine leur vitesse de convergence.

, Condition suffisante
Nom de l'algonthme de convergence H K M

Gradient conjugué [8] A symétrique 471 1 A
Gradient conjugué

préconditionné [8] défime A7t amn=r | 1mraut
Résidu conjugué [6] positive I A~ A
Résidu conjugué générahisé [6] *A défime I tq-t Y(AL) (AL)

positive

Equation normale [8] L1y I I ‘AA
Erreur mummale [15] A réguhiére At | a4 A4

Avec [ '] factorisation de Cholesky incompléte de la matrice 4 (cas 4 symé-
trique définie positive).

L'L factorisation de Cholesky de la partie symétrique de A (cas 4 non
symétrique).

Pour d’autres détails voir [14].

Remarque 9 : Les algorithmes présentés ici, correspondent aux choix des
matrices H et K les plus intéressants; parmi toutes les méthodes qui s’écrivent
sous la forme (A.1), elles sont les moins coliteuses : les bons choix ont déja
été faits !

D’autre part, on peut montrer que l'algorithme de Concus et Golub [3]
pour les systémes non symétriques, ne peut pas s’écrire sous la forme (A.1)
(voir aussi Eisenstat [5]).

Remarque 10 : Préconditionnement : Dans la méthode du gradient conjugué
préconditionné, il est naturel de considérer la matrice K comme une matrice
de préconditionnement. Cette interprétation n’est plus valable pour les autres
méthodes, dans lesquelles la technique de préconditionnement se met en ocuvre
en substituant au systéme initial Ax = b, le systéme équivalent A% = b, avec
A=L"1YAU™', £ = Uxeth = L ' b; LU est une factorisation de Gauss
incompléte de la matrice A. L’algorithme choisi est alors appliqué a la résolu-
tion du nouveau systéme linéaire.
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652 P. JOLY

VII. Une variante de Palgorithme (A.1) : la méthode ORTHOMIN (m)
1) Définition de I’algorithme

Dans le cas ou la matrice K n’est pas symétrique, le calcul des coefficients 8§
est d’autant plus cotiteux qu’il nécessite le stockage de tous les vecteurs p' déja
utilisés !

Vinsome [17] propose une méthode qui ne s’appuie que sur les m(m > 1)
derniéres directions calculées. Il s’agit de la méthode ORTHOMIN (m) qui
s’écrit :

Initialisation

x° € R" quelconque

P =b— Ax°
gO — tA erO
p° = Kg°. (A.3)
Itérations
of = (g PHIP*, NP
X1 = xk 4 gk pk

gk+1 — gk _ (xk Npk = tA erk+1
k

pk+1 — ng+1 + Z B{c-%lpl

l=k—-D+1

avec Bitl = — (Kg**', N0, Np") k—-m+1<I<k.

Cet algorithme est identique a l'algorithme (A.1), mais 'orthogonalisation
n’a lieu que sur les m derniers vecteurs : p*~™*1, . p*.
2) Propriétés de I’algorithme

Les propriétés de cet algorithme sont résumées dans le

LemME 8 :

12) (P, NpH) = (p", Np) =0 k—m <Il<k
13) (g“p) =0 k—-m—-1<I<k
14) (¢, 0" = (g ™" k—-m<Ii<k
15) (g% ") = (4" Kg")

16) (Kg*, Np*) = (p*, Np")

17) (9 Kg) =0 k-m<lI<k

M? AN Modélisation mathematique et Analyse numénque
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METHODES DE GRADIENT CONJUGUE 653
Démonstration : Analogue a celle du lemme 1.
LeMME 9 : x**! réalise le minimum de E*** sur Iespace affine
- k — k
X (P D

Démonstration : Analogue a celle du lemme 3.

THEOREME 4 :
4.1) lim * =0  (Palgorithme (A.3) converge)
k= +
(LK~ 1)L
. k < EO mm
4.2) E (1 ~cond ()
4.3) E*< E [cond(N h mm ” q(NK) ”2:'
q(O)
Démonstration :

4.1) Drapréslelemmed: E**' = E* — (g%, Kg")?/(p*, Np*) la suite (E¥), .
est donc telle que 'on a l'alternative :

— Soit I € N, tel que E¥*! = E* et alors
(9, Kg") =0, soit gc=0 et F=0.

— Soit # e N, tel que E**! = E*,

Dans ce dernier cas, la suite (E¥), . est strictement décroissante, bornée
inférieurement par 0. Elle converge vers une limite finie : E® > 0. On en déduit
que

lim (E*** — E¥) = 0 = lim {(¢" Kg"*/(p", NP") }
k— 0 k- o0
iLe. Ve > 0, ko, e N tel que
Vk >k, (g% Kg"? < &(p* NPY
mais (gk’ ng) ; 'min (SK) “ g “2
et (7", NP*) < (Kg*, NKg") < Aol (N) | K (13 11 6% 113 -

Soit encore : Ve > 0, 3k, e N tel que

A (N)
Vk > k g I3 < e S 1K I3
° 2T MK
ou encore lim g*=0.
k= + o0
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4.2) Méme démonstration que pour le théoréme 2.

4.3) Méme raisonnement que pour le théoréme 2, on obtient

E* < E"'”‘[cond (N™Y) mm | ¢(NK) "%]

k/m

soit E* < Eo[cond(N_l) min | g(NK) H%] .
9E€ Pm
9(0)=1

d

Remargque 11 : Au lieu de I'algorithme (A .3), on peut envisager de réinitia-
liser I’algorithme (A . 1) toutes les m itérations. On obtient ainsi un algorithme
assez proche de (A.3), la seule différence se trouve dans la définition des vec-
teurs p’™ (pour j € N) qui se réduit a p’™ = Kg’™ (soit p;™ = 0 pour (j — 1) x
m + 1 < I < jm). On vérifie facilement que le théoréme 4 est encore valable
pour cet algorithme.

VII. Une autre formulation de P’algorithme (A.1)

1) Définition de I’algorithme

On considere 'algorithme suivant :

Inmtialisation
x° € R" quelconque
r®=0b— Ax° = A(x — x°
g° ="A°Hr® = N(x — x°
pO = Kgo .
Itérations (A.9)
ot = (g% PP, NPY)
Xt = Xk 4 ok pk
gk+1 — gk _ Clk Npk =14 erIH-l
k
P = KNp* + ,Zo B+t pt
avec BI;+1 = - (KNPk, Np’)/(pl» Npl) .
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Soient
glk = <P?, pi’ (L) p’{ >

le sous-espace des directions générées par 'algorithme (A . 1)

et éaZk = <pga p;.’ () pg >

le sous-espace des directions générées par I'algorithme (A .4).

On va montrer que &' = &} Vk > 0, si on prend le méme vecteur initial x°
pour les deux algorithmes.

Plus précisément :

LEMME 10 : Vk > 0, 3y* # 0, p* + v*pt = 0.

Démonstration : On procéde par récurrence :

e pour k = 0 la relation est vraie avec y° = — 1,
e supposons la relation vraie pour tout / : 0 < / < k.

k
Alors A =Kgitt + Y Bty
1=0
avec it = — (Kgi™ ', NoDApY, NpY)

soit encore

k
P = Kek — b KNGk + 3 BT AL
D’aprés le lemme 6, Kg* € &, soit
k
Kg} = :./_:0 M(J 4

avec  Af; = (Kg%, NpD/p%, Np}) par application du lemme 1 .

Ainsi
P =~k KNP+ Y Ok, + BT A
et AL+ BETY = (Kgb — Ka§™', NPD/PL, NP
= «§(KNp}, NPy )/p', Np})
soit pirt= ok { KNpt + é:o 1ty }
enposant  §1' = — (KNpi, Np\)/[(p}, NpY).
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On utilise maintenant ’hypothése de récurrence, alors

k
At = et LR 3B |
=0

avec 31 = — (KNp5, Np)/(ph Npb) .
Par définition de p&*?!, on a donc
P = et
Soit encore v 4ok vk =0, O

Remarque 12 : D’une maniére générale

k
V=0 ¢t =(— 1)"ll_'£oc’1 (O =-1).

THEOREME 5 : Les algorithmes (A . 1) et (A .4) sont équivalents, i.e. a partir du
méme x° ils calculent le méme x*.

Démonstration : La fonction E(¥) = (*, Hr*) est strictement convexe, elle
admet donc un minimum unique sur &*. Comme &} = &5 a chaque itération,
k= Xk O
x5 = xk.
En particulier, on note que
Vk of +aky*=0

R Ak
Pulo\.lu\d yl

et of = (g%, PP, NPY)
ok = (g5 PYIPL, NPb) .

p 1
Y2

Soit Y

En conséquence, toutes les propriétés de I'algorithme (A . 1), se transmettent &
l'algorithme (A .4), en particulier les résultats du théoréme 2 sur la vitesse de
convergence.

Remarque 13 : En éliminant g* dans la définition de Palgorithme (A.1)
on trouve directement la relation

k-1
Pt = — o KNP+ (L BT - Y (B + BT P
=0
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2) Propriétés de I'algorithme

Lemme 11 :
17) (P, Np) =0 Vk # 1
18) (¢5p) =0 0<i<k
19) (¢', P = (4% 1Y 0<I<k
20) (¢, ") = — (8" KgYW*
21)  (Kg* Np) = — vX(p", Np")
22) (¢ Kg") =0 0<I<k
23) 3k<n g¢=0

avec Y = (@ LT, NP

Démonstration : En combinant les résultats du lemme 1 a ceux du lemme 10.

LeMME 12 : Si la matrice K est symétrique, alors
Bt =0 Vi 0LI<k-1.

Démonstration : Par définition de g**!,ona

1
KNpk — ?K(gk _ gk+1)
d’autre part Np' = =(¢' — ')

soit (RNp, Npf) = — —(K(* — 01, (¢' = ¢'*1)..

D’aprés le théoréme 5, les vecteurs g* générés par l'algorithme (A .4) sont les
mémes que ceux de 'algorithme (A . 1).
En particulier, le lemme 2 est utilisable si K est symétrique :

(Kg*9)=0 Vi#k

d’ou (KNp*, Np") =0 Vi 0</<k-1.
_ 1 1
Et (KNPk, Npk 1) = - ? ak_l (nga gk)
11
(KNP", Npk) = - ? 'a—z { (ngs gk) + (ng+17 gk+1) } . d
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Si K est symétrique, I'algorithme (A .4) s’écrit donc
Initialisation
x° € R™ quelconque
r° =b — Ax° = A(x — x°)
g° ="'4°Hr° = N(x — x%
P’ =Kg°.
Itérations (A.5)
o = (g PIP", NP¥)
XL = Xk 4 gk pk
gk+1 — gk _ ak Npk — !A sH']c+1
P = KN B
avec
el = — (Kg5 g9/ o~ (p* 1, NP
i = — {(Kg*, g* ™) + (Kg¥ ¢") J(e* ) x (P¥, NPY))

avec BL, = 0 par convention.

Parmi les algorithmes s’écrivant sous cette forme, citons la méthode du
résidu conjugué version Young et Jea [19](H = Iet K = '4~1), et la méthode
de la double suite orthogonale d’Amara et Nedelec [1] (H = (4'4)7! et
K ='44).

SECONDE PARTIE : UN ALGORITHME DE' MINIMISATION

IX. Définition de ’algorithme de minimisation

On considere 'algorithme suivant
Initialisation
x° € R" quelconque
r° =b— Ax° = A(x — x°
g° ='"4AHr° = N(x — x%
P = Kg°.

Itérations (A.6)
k
X=Xk Y gk
1=0
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ou les of réalisent le minimum de la fonction
E(’k+1) — ('Jc+l’H'Jc+1)
k
gk+1 — gk _ Z CX,;‘ Npl — tA erk+1
=0

B+t = — (Kg***, NpM/(p*, Np¥)
Pl = Kgktl 4 pRHL gk

X. Propriétés de Palgorithme de minimisation

LEMME 15 : Si on suppose les vecteurs p°, p, ..., p* linéairement indépendants,
la matrice B* e R** V>*&*1) définie par

B = Np) O0<i<k, 0<j<k

est symétrique définie positive.

Démonstration :
k k k
Vue R**', (u,B*u)= ) u, Bfu = ( Y u,Ap',H Y. uJAp’)
,J=0 = 1=0 y
soit (u, B¥u) = (U,"HU) > 0
k
ou U= )Y u Ap'.

1=0
Puisque *H est définie positive,

wWB*u)y=0=U=0

si on suppose les vecteurs p°, p?, ..., p* linéairement indépendants, alors
U=0<u=0. |

LEMME 16 : Si on suppose les vecteurs p°, p, ..., p* linéairement indépendants,
la fonction E(F*Y) = (F*1, H**') admet un minimum unique pour o € R**!
solution du systéme linéaire

B ok = ¢*
ou e R**1 est définipar & = (g% p) 0<i<k
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Démonstration :
Ek+1 = E(rk-l-l) — (rk+l’ sH'jc+1)

k
= (!, *Hr) — 2 i af(gh p) + Y of aX(p', Np’)
1=0 (4]

LJ=

o — E(7**1) est fonction strictement convexe qui admet un minimum unique
pour o* solution du systéme linéaire

k
Zo (P, Np) ok =(g5p) 0<i<k
-

or d’aprés le lemme 15, 1a matrice B* est inversible, si on suppose les vecteurs
2% p', ..., p* linéairement indépendants. O
On cherche a obtenir des propriétés analogues a celles du lemme 1 :

LEMME 17 : Si on suppose les vecteurs p°, p*, ..., p*~* linéairement indépen-
dants, alors

24) (g",p')=0 0<liI<k
25) (4% P = (4" Kg"

26) (g Kgh =0 0<i<k
27) (P Np*~ 1) =0.

Démonstration :

24) Par définition de o~ :

k-1
.Zo(pl’ Np)Yot~t =(g*"%p) 0<i<k
E-

k-1
soit (p‘,g"‘l— > a';‘le’>=0 0<i<k
1=0
ie. (P, g9 =0 0<i<k.
25) (9% " = (4" Kg* + B*P*" ") = (4" KgH
260 (S Kg)=(@p -8 H=0 0</<k
27) (P Np*~ 1) = (Kg*, Np*7 1) + BY(p*™ 1, Np*° 1)
= 0 par définition de B*. O

Remarque 14 : Par construction les vecteurs p* et p“*! sont linéairement
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indépendants. On peut donc envisager de réaliser 'indépendance linéaire de
tous les vecteurs p°, p', ..., p**! en introduisant une relation de la forme

k
P = Kghtl o Z B+t pt
i1=0

avec Bt = — (Kg**', NoO(p',Np) 0<I<k.

Dans ces conditions (p', Np**)) =0 0<I<k
Mais alors la matrice B**! est diagonale et le systéme linéaire

BR+1 g+l _ k+1

a pour solution o *1, tel que of*! = (g***, pH/(p', Np")

soit wtt = 0<I<k
et “llgii — (gk+1’pk+1)/(pk+1’ Npk+1) .

On retrouve lalgorithme (A.1) !

XI. Equivalence des algorithmes d’orthogonalisation et de minimisation

D’aprés le lemme 1, la relation (g" !, Kg*) = 0,0 < / < n — 2 est suffisante
pour obtenir g" = 0.

D’aprés le lemme 17 cette relation n’est vraie que si les vecteurs p°, pt, ... p" ™!
sont linéairement indépendants. On est donc amené & étudier la dimension du
sous-espace

& = p%pt .. PF D,

THEOREME 6 : Les algorithmes (A .1) et (A .6) sont équivalents, i.e. d partir du
méme x°, ils calculent le méme x*.

Démonstration : On indice par 1 les vecteurs générés par I’algorithme (A . 1) :
PY P P1 G X1
et par 2 les vecteurs générés par ’algorithme (A . 6)

(1] 1 k k +1
P25 P25 -5 P2 925 xﬁ

D’aprés le lemme 3 x** ! réalise le minimum de E(#**!) sur 'espace & + x°.
Par définition, x5*! réalise le minimum de E(#**!) sur I'espace & + x°.
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La fonction E(r) étant strictement convexe, pour montrer que x; "' = x5,
il suffit de montrer que & = &F.
On procede par récurrence :

— la propriété est vraie pour k = 0, si on prend pour les deux algorithmes
le méme vecteur initial x°,

— supposons la propriété vraie pour tout /, 0 < / < k, alors

k-

1
Pi=Kgi+ 3 Bip
Py = Kgs + B p5"

D’aprés 'hypothése de récurrence, &' = &7, soit
xXi=x5 et gi=4d;.
Donc p% € &) et pk e &~

Soit &k =¢&). O

Conséquences : Les théorémes 1, 2 et 3 s'appliquent a I'algorithme (A.6),
dont on connait ainsi toutes les propriétés.

Remarque 15 : Sila matrice K est symétrique, on montre par le méme raison-
nement que les directions générées par les deux algorithmes sont identiques.
Ainsi les of de l'algorithme (A.6) vérifient

o =0 0<I<k
af = (g% Kg/(p* Np").

Dans ce cas, I'algorithme (A . 6) s’écrit sous la forme (A . 2).

XII. Une variante de P’algorithme (A.6) : la méthode MIN (m)

De manicre analogue a la variante ORTHOMIN (m) de l'algorithme (A . 1),
on peut envisager un algorithme (A.6) qui n'utilise que les m(1 < m < k)
derniéres directions calculées, dans le cas ot la matrice K n’est pas symétrique.

Cette démarche est ici justifiée par 'argument supplémentaire suivant : le
calcul des of, 0 < / < k nécessite la résolution d’un systéme linéaire de rang
k + 1, dont la matrice est pleine !
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L’algorithme MIN (m) s’écrit

Initialisation

x°e R" quelconque

r® =b— Ax°

gO — tA erO

pO — Kgo .
Itérations (A.7

k
Xl = ko4 Z ok pl
I=k—m+1

ou les of minimisent E(**1) = (#+1, HF YY)
k
gk+1 — gk _ Z q’ll Npl — tA sH'};+1
I=k—m+1
BTt = — (Kg**', NpH/(p*, Np")
pk+1 — ng+1 + Bk‘i’lpk.

THEOREME 7 : Les algorithmes (A.7) et (A.3) sont équivalents.

Démonstration : 1dentique a celle du théoréme 6, il suffit de vérifier que les
sous-espaces

M=o, T LD
et ek = (pm, pimt, L, pE D sont égaux . O
Conséquences : Le théoréme 4 s’applique a l'algorithme (A .7).
L’algorithme du résidu minimal a été introduit par O. Axelsson [2], sous la

forme (A.6), avec H = I et K = '4 ™!, dans la pratique cette méthode est
surtout utilisée sous la forme (A.7).

TROISIEME PARTIE : CLASSEMENT DES ALGORITHMES

En guise de conclusion a I'étude générale qui précéde, on peut classer les
algorithmes en trois catégories, suivant leur vitesse de convergence et les pro-
priétés de la matrice du systéme A :

1) Les algorithmes dont la vitesse de convergence est liée & cond (4), et qui
convergent si 4 est symétrique définie positive.

vol. 20, n° 4, 1986



664 P JOLY

2) Les algornthmes qui convergent pour toute matrice 4 régulire, avec
une vitesse liée a cond (4)?

3) Enfin une classe ntermédiaire d’algorithmes qui convergent dés que la
partie symétrique de A est définie positive

Cette dermére catégorie est intéressante car elle contient les méthodes 1té-
ratives de type ORTHOMIN (m) et MIN (m) qui offrent de nombreuses possi-
bilités choix des directions conservées, contrdle de la convergence avec
redémarrages éventuels En particulier, on peut noter 'importance fonda-
mentale de la technique de préconditionnement, qui influence, non seulement
la vitesse de convergence de ces algorithmes, mais qui conditionne aussi leur
utilisation 4 partir d’'une matrice 4 réguliére, on peut chercher L et U telles
que lamatrice 4 = L~ AU ~! ait sa partie symétrique défime positive (ou se
rapprocher de cette situation) le préconditionnement peut amnsi permettre de
changer de classe d’algorithme

Remarque 16 La méthode du double gradient conjugué correspond au

choix
0 4 0 I
H=|, et K=
A 0 I 0

Les conditions suffisantes de convergence de 'algorithme (A 2) ne sont pas
satisfaites et cet algonthme, qui n’utilise plus le principe de minimisation de la
fonction E peut dégénérer (voir Fletcher [7], et Jacobs [12])

Remargue 17 Toutes ces méthodes peuvent étre aussi envisagées sous la
forme des méthodes de projection oblique (voir par exemple Saad [16])
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