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ESTIMATION D'ERREUR OPTIMALE
ET DE TYPE SUPERCONVERGENCE
DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS
POUR UN PROBLEME AUX LIMITES, DEGENERE (*)

Mohamed EL HaTtri (*)

Commumque par P G CIARLET

Résumé —— Dans ce travail, nous nous intéressons a I'étude de I'erreur de la méthode des éléments
finis avec intégration numérique pour un probléme aux hmites elliptique bidimensionnel degénéré

La solution approchée de ce probléme est obtenue en utilisant des éléments finis triangulaires
linéarres et quadratiques On obtient une estimation d’erreur optimale dans W-norme avec pouds,
d’ordre O(H*), k = 1, 2 Aux milieux des cites des éléments lineaires, on a une estimation d’erreur
de type superconvergence de gradient dans la norme discréte avec powds de L,, d’ordre 0(h*|Inh )

Abstract — In this work, we analyse the erreur of finite elements methods for a degenerated two-
dimensional elliptic boundary value problem

Using the linear and quadratic triangular finite element with numerical integration, we obtain an
optimal erreur estimate in weighted W y-norm of order 0(HY), k = 1, 2 At the midpomnts of sides of
linear finite element, we have superconvergence of gradient of order 0(h* | In h |), n discret weighted
L,-norm

INTRODUCTION

Dans la théorie de la méthode des éléments finis [MEF], I'estimation de
I'erreur constitue le moment le plus important.
On constate deux types d’estimation d’erreur :

a) Estimation optimale :
lu—ulx=0H", k—s, k,s=0,1,.. (A)
ol X est un espace de Banach muni de la norme || . | 4., u est solution exacte,
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28 M. EL HATRI

u,-solution approchée dont la restriction sur chaque élément fini est un poly-
nome de degré k — 1, h-grandeur caractérisant la discrétisation du domaine
de définition. Ici la solution u appartient a 'espace de Banach X*, ou X* < X
[avec le symbole « < » on note I'injection continue].

b) Estimation de type superconvergence :

| u— wyllys =0H, £6>0 (B)
hu — @t xs = O(H*Y), v>0 (B)
ou || . ||, est une norme discréte, analogue de la norme || . (|5, %, est une

moyennisation de la solution approchée u,. Ici la solution u appartient a
I'espace X**1® dans le cas (B) et & 'espace X**!™ dans le cas (B), /(¢) et
I(v) appartiennent & N et dépendent respectivement de € et de v. La norme
discréte || . ||, , est définie dans des points appelés points de superconvergence.
En pratique les espaces X° sont de type de Sobolev, mais ils peuvent étre et
d’autres espaces fonctionnels.

Pour les équations elliptiques non dégénérées de 2¢ ordre, la théorie de
Pestimation de I'erreur de type (A) est construite vers le milieu des années 70,
voir [4]. Cependant, il existe encore des problémes non résolus en ce qui concerne
I’estimation de type superconvergence, estimation de type optimale pour les
équations dégénérées, estimation de I'erreur de la MEF avec concentration
de la matrice de « mass » et d’autre.

Dans cet article notre but est d’analyser I'erreur de la MEF avec intégration
numérique pour un probléme aux limites elliptique dégénéré de 2¢ ordre.
Ici, on utiiise ies €éiéments finis trianguiaires linéawres et quadratiques. La
formule quadrature utilisée est définie dans les nocuds de la triangulation,
ce qui nous permet d’obtenir une concentration de la matrice de « mass »
lors de la résolution numérique des équations paraboliques dégénérées,
voir [3].

La méthode classique pour obtenir une estimation optimale de ’erreur de
la MEF pour les équations dégénérées est d’utiliser ce qu’on appelle fonctions
de base singuliéres, voir [9]. Cette méthode est non désirée, car elle méne a des
difficultés non négligeables lors de la réalisation numérique. Dans cet article
on montre qu'on peut obtenir une estimation optimale et de type superconver-
gence pour un probléme aux limites dégénérées sans faire recourir a ces fonc-
tions de base et ceci griace aux résultats obtenus récemment dans la théorie
des espaces avec poids [de type de Sobolev], voir [8] et que nous développons
aussi [en partie] dans cet article, voir paragraphe 1.

Dans le paragraphe 4 on obtient une estimation optimale d’ordre 0(4),
k = 1, 2, dans W3-norme avec poids. Dans le paragraphe 6 on obtient une
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SUPERCONVERGENCE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 29

estimation de type superconvergence de gradient [type (B)] dans la norme
discréte avec poids de L,, définie aux points milieux des cotés des €léments
finis linéaires, d’ordre O(h? | In 4 |). Pour I'estimation de type superconvergence
pour les équations non dégénérées, nous renvoyons le lecteur a larticle [7]
ou on peut trouver la littérature nécessaire.

1. NOTATIONS ET FORMULATION DU PROBLEME

Dans lespace euclidien R?, par x = (x;, x;), ¥ = (¥1, ¥2), ..., on note les
points de cet espace. Les éléments de la base canonique de R? seront notés par
e, =(1,0)ete, =(0,1). AvecT', i = 0, 1,2 on note :

[={(x,x3)eR?:x,=0,0<x;<Ci#jj=12},
i=12, Ty={(00)}.

Par Q on note un polygone convexe dans R, dont la frontiére 6Q contient
I, i=1, 2, voir figure 1.1. Sans perdre en généralité, on suppose que
mes (Q) = 1.

er

Figure 1.1.

En bref on va donner un rappel de quelques résultats en calcul différentiel.
On considére deux espaces linéaires normés X et Y et une fonctionv : 4 — Y,
A < X. Si v est k-fois différentiable dans le point x € 4, alors avec D* v(x)
ou tout simplement Du(x), si k = 1, on note la k-iéme dérivée [au sens de
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30 M. EL HATRI

Frechet] de v. Cet élément appartient 3 £, (X, Y) avec la norme :

“ Dk U(x) " = | slllp “ Dk l)(X) (hl’ hz, seey hk) “ .
1<i<k

En particulier si X = R? et Y = R, les dérivées partielles de v sont notées
par :

) _ Do) (), o) = )

ou(x) =
() 0x; 0x, 0x,

= D2 u(x) (ey, ,), ...

Le gradient de v(x) est le vecteur dans R?, dont les componentes sont les déri-
vées partielles Du(x) ¢;, i = 1, 2. On utilise aussi les notations :

- 0 \* 0 \*2 _ _
ax_<_671‘> ‘(a_x2> alal_al+az’a_(ai’CLZ)auiEN(aiZO)'

S’il n’y a pas confusion on note tout simplement &
On considére le probléme aux limites dégénéré suivant :

ignll dfa(x) x, 0; u(x)) = x; f(x), xeQ. (1 1)

ulp. =0, T =a0\T,.

On suppose que sont vérifiées les conditions suivantes :

IC=Cte, 3C'=Cte:0<C<a(x)<C’', i=12, VxeQ (1.2

lim <x1 a,(x) 6(;4)(Cx)> =0.
1

x3—0

(1.3)

Pour montrer l'existence et 'unicité de la solution généralisée du pro-
bléme (1.1), nous allons construire un espace de Sobolev avec poids. Ceci
fera l'objet du paragraphe qui suit.

2. ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

On définit les fonctions poids suivantes :
dist(x, I'}) = d(x), xeQ, i=012.

S’il n’y a pas confusion on écrit tout simplement d(x).

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SUPERCONVERGENCE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 31

On note par f,p(Q, d(x),0), 1 < p < o, 0 € R, I'espace des fonctions conti-
nues muni de la norme :

1/p
(J d(x)"°|ﬁ'(x)|"dx) , 1<p<o,
o

” v ”Zp(g,d(x),o) = (2. 1)
vrai sup d(x)° | 8(x) |, p= .
xeQ
Si 6 = 0, on écrit L A(Q), 1 <p< oo Remarquons que lintégrale en haut

est au sens de Rieman et que les espaces L ,(Q, d(x), 6) ne sont pas complets
par rapport a la norme (2.1).

Par W;(Q, d(x),8), 1 < p < o0, on note I'espace des fonctions / fois conti-
niiment différentiables dans Q muni de la norme :

AN e 1<p<oo,
TR Lo(Q,d(x),8) >

ol W LQ,d(x),0) = 2.2)

max vrai sup dx)® | o*%(x) |, p= 0.

fal <t xeQ

Si0 = 0, on écrit tout simplement W;(Q). Les espaces W:,(Q, d(x),0), 1<p< o
ne sont pas complets par rapport a la norme (2. 2).
Nous allons donner la représentation intégrale des fonctions appartenant
a I'espace WL(Q, d(x), 9), en utilisant la méme méthode introduite dans [51.
Soit B(x®, p/2) une boule ouverte de centre x? et de rayon p/Z, entiérement
incluse dans I’ensembile :

B ={(yp,y)€Q:0<8<y,i=1238eR}.

Soit ¢ une fonction indéfinement continfiment différentiable dans B(x°, p/2),
nulle sur et au voisinage de la frontiére de B(x°, p/2) et telle que ¢ > O et

o(x) dx = 1. Soient x e Q\B® et y e B(x°, p/2). Appliquons la formule
intégrale de Taylor & ¥e W:,(Q, d(x), 9) :

la} < laf=1

o) = Y (" ) &) +1 Y %ylf S5 (x + s(y — x)) ds
. 0

2.3)

vol. 21, n° 1, 1987



32 M. EL HATRI

Multiplions (2.3) par y? ¢(»), i = 1,2,0 > O et intégronsen y :

(x) = K“{ ) f 167 x ;,y)a °o(y) dy +
5 !

laj<t

+IIIZ % y?¢(y)(x-y)“J S’"lé”‘ﬁ(x+s(y—x))dsdy}
al=1 % Jp

0

otk = | y?d(y) = 8% En utilisant le théoréme de Fubini et le changement
B

de variable z =

=

+ s(y — x), on trouve :

i

J y: o) (x — y)“f STL5(x + s(y — x)) ds dy
B

0

1

= J j W) (x — p)* '™ *B(x + s(y — x)) dy ds
0JB

= J J‘ (57*z — x) + x)°d(x + sz — X)) (x — 2)*s7 > N2)dz ds
0 JQ(x)

= j K (x, 2) ¢°¥(2) dz .
o(x)

ol Q(x) - cone de sommet le point x, formé par la boule B(x°, p/2) et les
points situés entre B(x° p/2) et le sommet x, limités par les tangentes a
B(x°, p/2) issues de x,

1
K(x,z) = %(x - z)“j (s z,— x) + x)°dlx + s 1z — x) s 3ds.
: 0
L’utilisation du théoréme de Fubini est justifiée par le fait que :

J (Hz—x)+ x)ox + sz —x) s ds =
0

= j "Mz — x) + x) d(x + 57z — x) s ds

Z-X

p

<[ ¢ ”iw(B) *

1+60 8

P Zi
2+p |x—z*¥

VzeQ(x), 6=20. (2.9

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SUPERCONVERGENCE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 33
On obtient la représentation intégrale suivante :
Hx)y=x"1{2"%(x) + 2'8(x) } 2.9
ou

2'0(x) = ), fy, ¢(y)( ) oev(y) dy,
B

la| <t

R H(x)= Y j K, (x, y) 0°0(y) dy .
Q(x)

la]=1

Remarque 2.1 : Supp K (x, .) < Q(x). D’autre part on a :
Q= U Q%x).

xeQ

Remarque 2.2 : En utilisant la définition de K, (x, y) et en procédant de
la méme maniére comme pour obtenir (2.4), on obtient :

[Px 0y K(x, y) | < Cte|x — y |72 d(x)®, i=0,1,2,
ou I=la|—=1|Bl—=1Iv], 62>0.

Nous allons donner un résultat concernant la continuité des opérateurs
intégraux dans L (Q, d(x), r), re R, s€[l, ).

COROLLAIRE 2.1 : On considére ' opérateur intégral :

Uw) (x) = Jﬂd(y)e%}z—r,dy, celR,

et soient p, ge[l, ©), ee R, 8 e R, tels que :

e—o0c+2

l/g — l/q + 5

>0, —eg<l. (2.6)

Alors, Popérateur U est continu de ip(Q, d(x), 0) dans f,q(Q, d(x), €).

On montre ce corollaire de la méme maniére comme pour montrer la conti-
nuité des opérateurs intégraux de ce type dans les espaces EP(Q), voir [6, p. 432].

THEOREME 2.1 : Soient p, g € [1, ], 8 € R, € € R. En outre, on suppose que
les conditions (2.6) soient réalisées avec ¢ = 1 + 6. Alors on a les injections

vol. 21, n° 1, 1987
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34
2.7

continues
(Q, d(x), 6) "—»I:q(Q, d(x), €)
2.8)

(@ d(x),8) >COQ), p >l—-f—9, leN.

Démonstration
a) Dans la représentation (2.5) on prend / = 1 et x; < §, i = 1, 2. Alors

d’aprés (2.4), on a
yS
) | *0(y) | dy }

C(d, 8 i 1+
|50 | < C(o ){J A+ 3 1Jn(x)'x L

yi | o(y) |dy + Z_lj e Il+eIa"‘l”f(y)ldy}
(2.9)

< c.9] f
Q
|y, de (2.9) on obtient également

[x; < yi» V¥ € Q(x)]. Comme y,
H Iyl"lvla'y+||2=1j| l1+0|6“l7(y)|dy}. 2.10)

respectivemen

t par x; et | x |° et en utilisant
9), ona

+

| 5(x) | <
) et (2.10),
obtient (2.

-+

9). D’apreés (2.

t3mlinnmt (D
lllulLlPllalll. \

corollaire 2. 1, on

gn

le
~ 5 )
(Qd(x),0) = L,Q), p>1—5

ce qui montre (2.10) pour / = 1. D’autre part, en utilisant le lemme classique
de Sobolev [6, p. 457] dans les espaces W, (Q) et (2.7) on obtient :
Cte || ¥ l51-10) < Cte | ¥ iy 0.am.0

max | %(x) | <
Q
2, C'est-a-dire :

. 1 1 1-80
Slq>l_leta—a+—2-—->0,l>
1-6 /-6 1_1 1 1-86
R Tl PN}
2 p q p 2

I-1
i ; T
Ce qui finit la démonstration de (2.8) quand x; < §,i = 1, 2.

> 8,i=1,2; alors les espaces W 1(0, d(x), 8) coincident avec les
espaces W (@) ou O est un ouvert borné tel que dist (0, I';) > 0. C.Q.F.D.

b) Si x,
M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SUPERCONVERGENCE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 35

Notre but maintenant est de construire les complétés des espaces W,’,(Q,
d(x), 8), 1 < p < o, en utilisant le résultat suivant :

COROLLAIRE 2.2 : Soit X un espace métrique non complet et désignons par &
Pespace de toutes les suites de Cauchy ¥ = { ¥, } d’élément de X. Sur cet espace
on définit une relation d’équivalence par :

T~w si lim p(d,, w,) [p-métrique dans X].

n—oo

On note par X Pespace des classes d’équivalence notée v :
X =¢&|~.
Alors,

a) X est un espace métrique par rapport d la distance :
p(v, w) = lim p(@,, w,), { U, }ev, {W,}ew.

b) X est plongé isométriquement dans X.
¢) X est dense dans X.
d) X est complet.

La démonstration de ce corollaire on peut la trouver par exemple dans
[6, p. 33]. Notre but maintenant est de construire concrétement les complétés
de WQ, d(x), 6), en utilisant le corollaire 2.2 et plus précisément dans quel
sens on définira les dérivées dans ces complétés.

On note par L,(Q, d(x), 8) le complété de EP(Q, d(x), 8), dans le sens du
corollaire 2.2 par rapport a la norme :

1ol @ame = im I 7, lf,0iwe, 1 S<p<0, BeR.
n— o

Par définition on pose :

1/p
v "L,,(Q,d(x),e) = (J d(x)po i v(x) |p dx) , I<p< oo, 6eR, (2.11)
o)

ou lintégral a droite dans (2.11) est au sens de Lebesgue et Lp(Q, d(x), )
sera I'espace des fonctions approchables par les fonctions appartenant a
f,p(Q, d(x), 0) par rapport 4 (2.11). Dans le cas ou 6 = 0, on écrira tout sim-
plement L (Q).

Par W}(Q, d(x), 8), on note le complété de W1(Q, d(x), 6) [au sens du

vol. 21, n° 1, 1987



36 M. EL HATRI

corollaire 2.2] par rapport a la norme :

” v ”W,}(Q,d(x),ﬁ) = nhjg I 5,. ||v'i/;(n_d(x),e) , 1< p < 0, feR.

PROPOSITION 2.1 : Soient p, g €[1, o] et ve W (Q, d(x), 8) et on suppose
que les conditions (2.6) soient réalisées avec o =1+ 0 et — 1 < g < c0.
Alors, ve L(Q, d(x), €) et 3C = Cte > 0 telle que :

v ”Lq(a e S Cllv IIW‘(Q 4(x),8) * (2.12)

Démonstration : Soit { v, } € v(x). Alors, d’aprés (2.9), on a :

~

W, = B @00 < C I W, — T, ”W‘(Q a0 ——=—0

ou {w,} ~ {v,}. Par conséquence on a :

I w, —

n — Un ”L,,(Q dx)8) oo 0.

Alors d’apres le corollaire 2.2, on a ve L,(Q). D’autre part, en passant a
la limite dans :
ll U ”L (Qdx)e) < C| 7, "W,(n d(x).0)

et en utilisant la définition des normes dans L (Q) et W (Q, d(x), 6), on obtient
(2.12), C.QF.D.

PROPOSITION 2.2 : Soient ve W (Q,d(x),0), 1 <p <o, WeL/(Q
d(x), 0) et supposons qu'il existe ¥, € W;(Q, d(x), 8), telle que :

j d(x)° | 9,(x) = v(x) | dx —=— 0, J d(x)° | &°5,(x) — v®(x) |dx —0
Q o

(2.13)

|oe| =1, & = (ay, a,). Alors, on a :
J ((d(x))° @(x)) v(x) dx = — J d(x)° v(x) e(x) dx  (2.14)
Q, [

pour toute fonction @ continiiment différentiable, nulle sur et au voisinage de
0Q,, Q, = Q - arbitraire.

Démonstration : Soient d(x) = x, et {7, } € WI}(Q, x4, 0). Alors d’aprés la

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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formule de Green, on a :

6 J X371 0,(0) 9(x) dx + f X 5,(x) 0, 0(x) dx = — J‘ x§ 010,(x) @(x) dx
Q Q

Q

(2.15)

¢ est la méme fonction qu’auparavant.
D’apreés la proposition 2.1 [avece = 6 — 1, ona :

j X7 o — 7, |dx < Cte || v — B, [y@ens -
Q

Prenons { 7,(x) } €v(x). Alors || v — , lwyqux.0—z= 0 et par consé-

quence on a :

J X7 o — 7)) o(x) dx —— 0. (2.16)
Q

Ainsi en passant 4 la limite dans (2.15) et en utilisant (2.13) et (2.16), on
obtient (2.14). D’une fagon analogue on montre le cas ou a = (0, 1), ainsi
que le cas d(x) = x, et d(x) = | x|. C.QF.D.

PROPOSITION 2.3 : Soient ve W (Q, d(x), 8) et v € L(Q, d(x), 0) telles que

Démonstration : Soit {7, } € W (Q, d(x), 8) une suite de Cauchy. On a :
] f X7 E(x) — v(x) o(x) dx + J xX3(@,(x) — v(x)) 3,0(x) dx =
91 Ql

= — f x3(0,7,(x) — v (%) @(x) dx . 2.17)
Q

Prenons { ¥, } € v(x) et désignons par w-%(x) la classe dont le représentant
est 9,9,(x). Alors en passant a la limite dans (2.17), on obtient :

j AW — 589) (x) o(x) dx —— 0.
Qi

Dou W0 = 10 Cest-a-dire 9,,(x) est représentant de v*-?. Par consé-
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38 M. EL HATRI

quence | x|9,0, — v |dx —— 0. Lorsque o = (0, 1), on procede
€@
de la méme maniére, également et lorsque d(x) = x, et d(x) = | x |.
C.QF.D.
Dans la suite on notera :

v® = %, jaj =1,

qu'on appellera dérivée généralisée [ou dérivée distributionnelle]. On intro-
duit d’'une fagon analogue les dérivées généralisées d’ordre supérieur.
Maintenant on est en mesure de définir le complété de WXQ, d(x), 9).

DEFINITION 2.1 @ Soit p > 1. La fonction v appartient a W'(Q, d(x), 8), [e N
[1 > 0}, si et seulement si, existe une suite {7, }, telle que :
a) {7,} e WyQ d(x), 6),

b) [v — 7, IL,,(n,a(x),e) Thow 0.

) La suite { 0°0, } est convergente dans L (Q, d(x), 8), pour tout o, || < I

Ainsi, du théoréme 2.1 et de la définition 2.1 découle le théoréme d’immer-
sion suivant :

THEOREME 2.2 : Soient p, q €[1, 0], 0 € R, € € R. En outre, on suppose que :

i €— 0 ]
1l e-8+i
P 2

0, —eg<l.

R | s

Alors, on a les injections continues suivantes :
W (Q, d(x), 8) SL(Q, d(x), €) (2.18)

WYQ, d(x), ) > C°@), p > szé leN. @.19)

Dans le cas o © = 1/p, on écrit tout simplement W }(Q, d(x)). Le produit
scalaire dans L,(Q, d(x)) sera noté par :

(v, w) = J d(x) v(x) w(x) dx .
Q

Par | v ly 0,408 On note les semi-normes :

i/p
1V lwy@a.0 = (”Z f d(x)™ | o*u(x) |? dx> , p=1.
Q

al=1
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3. APPROXIMATION POLYNOMIALE DANS LES ESPACES W}(Q, d(x), )

Le lemme de Bramble-Hilbert [1, 2] joue un réle fondamental dans esti-
mation d’erreur de la MEF avec intégration numérique. Récemment Dupont
et Scott, en utilisant une méthode constructive basée sur la représentation
intégrale de Sobolev, ont généralisé ce lemme, mais toujours dans les espaces
classiques de Sobolev. En suivant cette méme méthode ou on utilise 1a repré-
sentation intégrale (2.5), les remarques 2.1 et 2.2 et le corollaire 2.1, on
montre aisément le résultat de Dupont et Scott dans les espaces W }(Q, d(x), 6).

TuftoriME 3.1 : Soit {Pj }Lf:l un ensemble de polynémes homogénes de
degré, 1., 1,, ..., I, respectivement. On suppose que ces polynémes n’ont pas de
racines communes différentes de zéro [k = 2]. Définissons I'ensemble :

H ={veD'R) :P@Dv=0,j=1,.,k}.

Alors, on a :
) X =P, reN, P - ensemble des polynémes de degré r.

ii) Si pour p;, qe[l, 0l meN,m< [, ona

1 lj—m
-+ > 0.
pPj 2

|-

Alors :

K
inf [v—Q ||W.;n(n,d(x),e) < Cte '21 p j(a) v H-ij (Q.d(x),8) *
=

QexX

CONSEQUENCE 3.1 : Soit L une fonctionnelle continue sur W**1(Q, d(x), 8),
pe[l, o], 8eR, telle que :

L(p) =0, VpeP(Q)

ou P,(Q) est I'espace des polyndmes de degré k. Alors il existe une constante
C(Q) > 0, telle que :

l L(U) l < C(Q) “ L ”* | v ‘W,l‘+1(ﬂ,d(x),6) H Vv e WII;‘+1(Q’ d(.X), e)
ol || . |* - norme de I'espace dual de W;*'(Q, d(x), 6).

Démonstration : On a :

|L(U) | = tL(” ) | <IL|*Ilv—p ”W,’;H(Q,d(x),e)-
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Par conséquence :

I L(v) l <|L|* inf [[v—p ]IW};H(Q,MX),@)
pePi(Q)
<CJ|L “*( inf [[o—p ”W;f(n,d(x),e) +fo |W;<+1(Q,d(x),e))-
p € Pi(Q)

Appliquons maintenant le théoréme 3.1 avec A = P(Q). On obtient la
conséquence 3.1. C.QF.D.

4. ESPACE APPROCHE ET ESTIMATION D’ERREUR D’INTERPOLATION

Soit A un nombre réel positif destiné a tendre vers zéro. On lui associe une
triangulation notée T, vérifiant les conditions suivantes :

a) Les éléments de T, notés K, sont des triangles de diamétre inférieur a A.
b) La réunion des triangles de T, couvre Q.

Un exemple d’une telle triangulation est donné sur la figure 4.1. On sup-

x"T
|

—
>

- X
Figure 4.1.

pose que la famille (T',), de triangulation ainsi constituée est régulicre au sens
suivant : il existe une constante C > 0, ne dépendant pas de A, telle que :

Vh, VKeT,; hg/px <C

ou hy et py désignent respectivement le diameétre de K et le diamétre de la
plus grande boule contenue dans K. Il existe alors une constante C, > 0

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



SUPERCONVERGENCE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 41
indépendante de # telle que la mesure de tous les angles de T, soit minorée
par C,.

On introduit le sous-espace fini :

Sk ={veC’@;vix=peP(K),vlr =0}, k=1,2.

Pour £ = 1, on choisit comme degré de liberté les valeurs aux sommets de K.
Pour k£ = 2, on choisit comme degré de liberté les valeurs aux sommets et
aux milieux des cOtés de K. Dans le premier cas, les éléments finis K sont
appelés triangles linéaires. Dans le deuxiéme cas, ils sont appelés triangles
quadratiques. Dans la suite on notera par Tj, k = 1, 2, 'ensemble des élé-
ments finis triangulaires, respectivement linéaires et quadratiques.

La dimension de S, k = 1, 2 est égale au nombre M(h) des noeuds de TF,
k = 1,2 qui ne sont pas situés sur I'". On vérifie immédiatement qu'on a :

Sk Wi x) = {veW;@Qx),vir=0}.

Soit Z = {we C%Q); w|» = 0}. Nous définissons un opérateur II, :
Z — SF de la fagon suivante : si w € Z, IT,(w) est la fonction de S} qui coincide
avec w en tout noeud de TY. II, est appelé opérateur d’interpolation de La-
grange.

Soit K € T{ et L -ensemble des noeuds de K tel que Zy soit P(K)-uni-
solvant, voir [4, p. 78]. On définit alors un opérateur d’interpolation local :

I : CUK) - P(K)
tel que
(g w) (b x) = wibg), Vb, eZk.
On a en outre :
Hewle =gw.
Dans la suite par K on note le triangle de référence :
K={G,%)eR % +%,<1,%>0i=12}

et par Fy : £ € K - Fy(%) = Bg % + by € K, 'unique application affine qui
envoie K sur K, ol B, est une matrice carrée inversible, by est un vecteur
dans R2

Nous allons utiliser les correspondances suivantes ':

#eK-x=F(#)ekK
@:K—>R) »(@=00Fg!:K—R)
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entre les points % € K et x € K et entre les fonctions définies sur K et K. Notons
quon a :

(%) = v(x), VieK, VxeKk.
Par I1; on notera P'opérateur d’interpolation local dans K.
Dans la suite par M on notera toute constante ne dépendant pas de Ay

[et de A).
D’aprés la régularité de K e T}, on obtient aisément la

PROPOSITION 4.1 : On suppose que K est un élément fini régulier. Alors,
pour tout x € K et pour tout x€ K, on a :

M|%|hg < x; < Mig ||, KT, =1sommetde K (4.1)
Mz, hy < x; < Mhg%,, KNT, =1cbtéde K 4.2
(a;p (xl)/igf(xl)> <M, KnT,=¢. 4.3)
On consideére les fonctions poids suivantes :
d(x) =%, i=12; dy®) =|%|, %=(%,%,)ek.
S’il n’y a pas confusion on écrira tout simplement d(z).
Dans la suite on utilisera les résultats suivants :
I Bx || < helpg, || Bg' || < hglpg, |det(By)| = )
= mes (K)/mes (K), (4.4
Mhi < mes (K) < Mh}

voir [4, p. 120-122].
En suivant la démonstration du théoréme 3.1.5 [4, p. 122] et'en utilisant la
proposition 4.1, on montre facilement le :

THEOREME 4.1 : On suppose quon a les injections suivantes :
WEHL(R, d(%), 8) =C%K), k = 1,2, pe[l, ], 8 >
W (R, d(x), 0) W™K, d(%),8), p, g€ [l, 0], 6 >0
P(K) < W;"(K, dx),0), m=0,1,2,...
Alors on a :
I v — K v |W"'(K x1,0) X M(mes (K))llq p hk+1 m I v |Wk+l(K x1,0)
Voe WEN(K, x,,08), VKeTy, k=12. (4.5
La démonstration de ce théoréme se fait en deux étapes. D’abord, on montre

(4.5) pour les éléments K dont l'intersection avec T, est non vide. Dans ce cas
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intervient le théoréme 3.1 avec 6 # 0, ainsi que (4.1) et (4.2). Ensuite pour
les éléments K ayant une intersection vide avec T';. Dans ce cas on procéde
absolument de la méme maniére comme pour la démonstration du théoréme
3.1.5 [4, p. 122], en utilisant (4.3).

5. FORMULATION DU PROBLEME DISCRET. ESTIMATION DE L’ERREUR DE LA
MEF

Par a(., .) on note la forme bilinéaire :
2
a(v,w) = 3 J x; a(x) o,w(x) 8,v(x) dx .
1=1 Q

DEFINITION 5.1 : On appelle solution généralisée du probléme (1.3), la
fonction ue Wi(, x,), telle que :

a(u, v) = (f,v), Yoe WHQ x,). (5.1
Soit f e Ly(Q, x1), a,€ L(Q), i = 1, 2. Alors:

2
| a(u, v) ‘ < 21 la Nl | % lwigxn | ¥ lwi@yy, Y4, vE W&, x1)
=

I(f" U) I < M ” f ”Wi(ﬂ,xl) l v IW%(Q,x,) s er W;(Qs X) bl Vv e W;(Q’ x)
D’autre part :

a(v,v) = Co | v [psary, Y0eEWHRQ x,).

Alors, d’aprés le lemme de Lax-Milgrame, il existe une solution unique
ue WS, x,) qui verifie le probleme (5.1).
La solution approchée par la méthode de Galerkin du probléme (5.1) est
la solution fini€ #, appartenant a S}, k£ = [, 2 telle que :
a(u, v) = (f,v), YoeSk, k=12. (5.2

Soit I la formule quadrature suivante :

I(w) = 121 ®, ¢ Wby x)

ol & x = j x; @ x(x) dx, @ g(x)-fonction de base relatives & K, voir [4,
K

p. 79}, L-nombre des noeuds de Z,.
D’aprés la transformation Fy, on a :

a

K

O g = det(By) w2, O = j x1(X) @, 2(%) dx

X, (X) = Fi(x)), 5,,;( = Fg¢ 1(b,,,() ek, (f),’,*((i)-fonctions de base relatives
ak
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On utilisera aussi les notations :

Ex(w) = j xy w(x) dx — I(w)

K
£ = [ 5,00 569 i — 1)
ou
L
Ix(w) = 121 J x,(%) @zl‘((ﬁ) d)?.W(B,,K) .
=1Jg

Approchons a(u,, v) et (f, v) par la formule 7. On obtient le probléme
discret suivant :

a,(u, v) = (f,v),, YweSF, k=12, (5.3)
ou
L 2
a,(w, v) = Z ml,K( 2 a(x) 0w | 0,y |K) (b0
KeTk 151 =1
L
(Lo, = Z mt,x(ﬁ" k) (b ) -
KeTk 1=1

Remarquons quon a Eg(p) = 0, Vp € P(K), k = 1, 2. Par conséquence, on
obtient :

*xriz

7 \ a1 12 s 17 N s AN
@&V, v) 2 Mvigiay,, YveE WL x). 5.4

D’aprés le lemme de Strang [4, p. 186] on a :

lu — uy lwyem) < M( inf { lu = vlwyox +

ve Sk

5)

we Sk | w |W;(9.W1)

+ sup | a(v, w) — a,(v, w) |} + sup | (s w) — (f w), I) %

west | Wlwiam

Notre but maintenant est de majorer le 2¢ membre de (5. 95).
De (4.5) on obtient :

2
fv — I, v |W5(n,x1) = ( KZ v — Mgo |W§(K,x1) +

172
2
+ 2 o — gv |W§(K,x1))

S th | v lwic+1(n’x’) ) VU € W§+1(Q, Xl), k = 1, 2. (5.6)

oit h = max (hy).
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D’ou :

inf [u—v |Wi(n,x1) <lu-— IT, u |W%(ﬂ.x1)
veS;’f

g th I [Z] IW;’,‘*‘(Q,J‘[) 5 Vu € W§+1(Q, xl) N k e 1, 2 .
(5.7)

11 nous reste donc a majorer le 2¢ et le 3¢ terme du second membre de (5.5).
Nous allons d’abord donner le résultat évident suivant :

| D lwikazy < M|P |,k az), VDE Pl(K) . (5.3

LEMME 5.1 : On suppose que la famille (T,), est réguliére. Alors, on a :

2
| a1, u, w) — ay(Th, W) | < ME* Y || a; lwigoy | # lwees@un | W Iwi@un
i=1
Ya,e W*(Q), VYue W''(Q, x,), VYweSy, k=1,2.
Démonstration : Tout d’abord nous montrons :

| Ex(@dip’ 0,p) | < MHg Il @ iy | 2 Itk | P lwdegoesy
5.9
a) KT, # @& Daprés la transformation Fy, on a :
= (Ghw
ou
ae W*(K), teP,_,(K), weP,_,(K).
Utilisons les injections continues W* (K, d(z), 8) = C°(K), Wi(K, d(x)) ©L,(K)

[voir (2.18) et (2.19)], 'équivalence des normes dans un espace de dimension
finie et (5.8). On obtient :

IEI‘((@W) | < Ms111(p x) 1 @ lwegiaz.e | WilLg <
< MSl;p x) | ¢ lwiraz.eo | WlLkacy, YWeE Pk—l(K) , 820
De cette maniére, nous avons montré que la forme linéaire :
¢ € Wi(K, d(%), 6) — Ex(¢w)
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est continue. D’autre part on a Eg(¢w) = 0, V¢ € P, _,(K). Par conséquence,
d’apres la conséquence 3.1, on a :

| Eg(¢w) | < M sup D10 lwswaw.o | W 1, a0 - (5.10)

Prenons ¢ = . Alors d’aprés la formule de Leibnitz et I'équivalence des
normes dans un espace de dimension finie, on trouve :

k-1
1 lwsaz.e < M Y 18l |0 lwykao.e

]=
k—

-]

<M 20 la |ng—:(12) | o lwik.dc.e - (5.11)
P
De la transformation Fy et des inégalités (4.1), (4.2) et (4.4), en déduit :

|a |ng-1(i() < (hx)k_] |a |W°’;"J(K)
| D |W{(f<,£1) < lu(hlc)rl/2 | det (By) |~ 1z [v IWi'(K,xl) (5.12)

I g2y < M)~ [ det (B |12 | W |l pgmy -

Ainsi, portons les inégalités (5.12) dans (5.11), ensuite le résultat obtenu dans
(5.10), on trouve :

k-1
| Eg(avw) | < M sup (x,) l det (By) [ Z la lwgg-:(f() |0 lw{(f(,:‘c.) [ W "Lz(f(,xx)
K 1=0

< M(hx)k | a “ng(x) v llw;-l(x,x,) | w “Lz(l(,xl)' (5.13)

Posons dans (5.13) v = d,p' et w = 9,p, on obtient (5.9).

b) K n T, = &. Dans ce cas on procéde de la méme maniére comme dans
a) avec 6 = 0, ensuite on applique (4.3). On obtient :

| Ex(@ad,p'd,p) | < M sup o) B a llwigao | 2 Nl | P i

< M(hy) (sup (x1)/inf(x1)> I allwew | 2" lwig ey ¥
K K

X | P lwick ey
< M(hx)k | a “ng,(x) I p' “W{‘(K,xl) [p |W}(K,x;)

Vae W (K), Vp ePyK), VpePyK), k=12. (5.14)
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Alors,en posanta = a;, i = 1,2, p' = Il u |y, p = w [ et en utilisant (5.13)

et (5.14), on obtient :

2
| a(TL, u, w) — a,(TL, u, w) | < Zk ; | Ex(a; (I, u) lx 34w 1) |

€Ty i

<M Z (hx)k Z I a ||wgg(x) [ Mg u ||W2(K x1) [w IWZ(K x1)
Ke T;.

2 1/2
< M 21 || a; ”W};,(Q) (xg':rk " HK u II%V%‘(&M)) I w |Wi(n,x1)- (5 . 15)
i h

De (4.5) et (5.6), on déduit :

< lu-— HK u "W%‘(K x1) + |l u "Wz(K x1) <SMilu “WkH(K x1) *

I H u ||W2(K x1) X
C.QF.D.

Portons 'inégalité en haut dans (5.15), on obtient le lemme 5.1.

LEMME 5.2 : On suppose que la famille (T,), est réguliére et soit q € [1, x]

2
tel que q > = ip k=12 Alors, on a :

MR- | f ||w'¢m \x1,1/2) fw |w5(n x1)
Vf e W¥ 2(Q, x,1/2),

Tout d’abord examinons Ex(f§), ou fe W¥K, d(%), ),

[(fw) — (hw) ] <
VweSk, k=12.

Démonstration
pePK).Ona:

Ex(fp) = Ex(/11p) + Ex(/(p — Tlp)

ou IT : Ly(K, d(%)) —» P,(K), un opérateur orthogonal.

Majorons Eg(fIIp).

Daprés WK, d(%), 0) ©C%(K), on déduit :
| Eg(w) | < M sup (xy) | W lwyzice . Ve WEK, d®),0), d)=%|%].
D’autre part on a Ez(w) = 0, Vw € P,_,(K). Alors, d’apreés la conséquence 3. 1
on obtient :

| Ex(w) |
Dans l'inégalité en haut prenons w = fflﬁ, ensuite utilisons I’équivalence
des normes dans un espace de dimension finie, I'injection continue
Wi(K, d(%)) < Ly(K)

Msup )W sz iz e YWE WK, dz),0), 6=0.
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et (5.8), on trouve :

LEx(fTIp) | < M sup (xy) | fTIp i a0 S

< M sup (xy) (| f 'W{;(ic,a(?c),e) | T1p L& +
K

+ 1/ s rkaw.e | 1P lwiw)
< M sup (x,) (| f |W3;(1‘(,2(£),0) I f[ﬁ ”Lz(i) +1f |W;-l(f<,3(i),e)| Ilp |Wi(12))
K
< M sup (x;) (| f |W;(f<,2(£),o) | 11p leakagn + | f |W,;<-1(f<,2(5e),e) V5 wska
K
(5.16)
En outre, on a :
| ﬂﬁ |Lz(f(,.‘1‘(f)) <|p "Lz(f(,i(i)) > J()?) =X, x]. (5.17)
111D lysgasy < 1P — 1P lwykicy + | P lwikacy <
< M| plwigiay, VPEPK), d&) =x,1%]|. (5.18)
Dans (5.18), on a utilisé (4.5) et (5.8).
Portons les inégalités (5.17) et (5.18) dans (5.16), on trouve :
| Ex(f11p) | < M sup (x,) (|1 wikaw.o | D liaz +
K

+ | fl Wik 1R ,d(2),0) ? IW%(IA(.E()?))) (5.19)

Majorons maintenant Eg(f(p — I1p)).
D’aprés les injections continues (2. 18) et (2. 19), il s’ensuit qu’il existe g, €[1, 0],
tel que :

WHK, d®),0) W(K d®),0) ©C%K), d®) =%,1%].
Par conséquence, on obtient :
| Ee(f(p = T1p) | < Msup () 1 s, wacom |16 = 115 Dk
< M sup ) 1S s, ko | B lwick acen
Vie WL(K, d(%),8), VpeP,K), d&) =%,|%].
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D’autre part Eg(f(ﬁ — ﬁﬁ)) =0, Vfe PO(K), Vp € P,(K). Alors d’aprés la
conséquence 3.1, on obtient :

| Ek(f(ﬁ - ﬂﬁ)) | < MSlIip (x,) |f|W;l (K.d(®) | p |W§(12.2(:?)) .
De plus, d’aprés Iinjection W} (K, d(%), 8) L»qu(K, d(%),8), on a :

M(| g lyraw.e + | 9 lwikico)
d(%),9), dx) = %,,|%].

I'g “L‘ql(k,c‘i\(i),e)

<
Vg e WHK,

Alors :
| Ef((f(ﬁ - ﬁﬁ)) | <M S‘;P (x1) (|f|w},(12.2(§),e) + |f‘wg(i<,3(£),e)) | p lwik.dc

Vie WA(K, d(%),8), YpePyK), d&) = %,,|%]. (5.20)

Remarquons que si p € P,(K), on a Ex(f(p — 1p)) = 0.
Ainsi, d’aprés (5.19) et (5.20), on obtient :

IEK(fﬁ) I <M S‘;p (x,) (|f|w{;u‘<,ﬁ(§),e) I A ||L2(f<.2(§)) +
+ (|f|W,;<~1(12.E(£),0) + |f|wg(ﬁ,5(£).e)) | p |W§(12.2(£))
Vie WYK,d(%),8), VpeP(K), VKeTf, k=12, d&) =%,|%].

(5.21)
a) Supposons K N fj_;é . Alors, d’apres F (4.1) et (4.2), on a :

| f ik dsre < M) ™ | B IV | det (BY) |7 1 £ lw jc.er 00
[P lwik.izy < M(hx)_”z | B I (det (BK))_llz | P lwi ) -
Par conséquence en portant les inégalités en haut dans (5.21) on obtient :
|EI‘((f:DA) I < Msl;p (x,) (hK)_e_I/2 | By ”k | det (By) |_1/q_1/2 ”f”wq(x,xl,e) X
x | p H WiK,xy) *
D’ou :
| Ex(fp) | = | det (By) Ex(fp) |
< Mhll(/z—e” | det (By) ‘1/2_1/‘1 ”f“Wq(K,xl,O) | p ||W2(K,x1)

< Mh"‘((mes (K))llz—l/q ”f]lW};(K,xl,1/2) I 2 lwig,xp) - (5.22)
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b) Kn fl = (. Dans ce cas on procéde de la méme maniére comme avant,
mais avec 6 = 0 [on utilise (4.3)]. On trouve :

| Ex(fp) | < M(hy)* (sgp (x1) / igff(x1)> (mes (K))!/2~ 1/ x

X N flwisk.xn172) P llwik <o

< M(hK)" (mCS (K))”z—l/q ”f"Wg(K,xl,uz) ” V4 ”Wi(x,x,)

Vfe W;‘(K, x1,1/2), Vpe P(K). (5.23)
Alors, de (5.22) et (5.23) on déduit :
[(Aw) = (Swh | <| 2 Edfwlp|+]| Y Ex(fwlo
Ke Tk Ke Tk
KnlWw# Knl' =
< Mh* KZTk (mes (K))'/2~ 1/ I f w1720 1P Dy

< MK ||f||W:;(Q,x,,1/2) I w lwiaxn
k
< MK | fllwgasi12 | W lwi@.xn

Vfe WHQ, x,,1/2), YweSk, k=1,2. C.QF.D.

Maintenant il nous suffit de combiner les résultats des lemme 5.1, lemme
5.2 et (5.7) pour obtenir le :

THEOREME 5.1 : On suppose que la famille (T,), est réguliére. En outre si la
solution généralisée ue Wzl(Q, X,) du probléme (5.1) appartient a Iespace

WAt Q, x,), a, e WEQ) et fe WHQ, x,,1/2) ou q > F_—z_lﬁ’ k=12
Alors, on a :

|u — w, |W§m.x1) < Mh* { 1221 |l a ”W},g(m I u ”W'{*l(n.xl) + |u |W§*1(ﬂ,x1) +
+ 1 f lws@.x1/2) }
6. SUPERCONVERGENCE
Dans ce paragraphe on suppose que Q est de forme :

Q={(x,x)eR; 0<x;<1, i=12}.

On recouvre Q) par une triangulation uniforme, notée T, dont les éléments
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[notés K] sont des triangles droits de sommet b, g = (Xy;, X5;,), by x =
(x1i1+1’ x2iz)’ b3,K = (xlix’ x2f2+1) ou Xsi, = ighg, i =0,1,..., N, hy = 1/N,
N, e N. Un exemple d’une telle triangulation est donné sur la figure 6.1. On
suppose quon a :

(max (h,, h,)/min (hy, b)) < M. 6.1)
X4
|
)
0 T X4
Figure 6.1.

A T, on associe I'espace fini :
Sy = {”ECO(§)§ vige Py(K), v = 0}

de degré de liberté les sommets de K, K e T,. La dimension de §, est égale
au nombre des noeuds de T, qui ne sont pas situés sur I".

Soit we C1Q) N Vf’zl(ﬂ, x,). On définit la norme discréte suivante :

1/2
fwike = { Z Z (x}/2 Dw(x) (byx — bi.x))z (GH) }

KeTn 1<i<k<3

b, + b,k
N, * l,K k,I\
ou ik = -———-2 .

THEOREME 6.1 : Il existe une constante M > 0, telle que :

Ju~Tulie < Mh* |u lwiqxy» YuE€ W3, x,). 6.2)

Démonstration : Vu le choix spécial de T,, la transformation Fy est plus
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simple. La matrice By et le vecteur by sont de la forme :

hy 0 ) (z1 h,>
By = . b= :
K (o hy T\, h,

On vérifie facilement que :
Dw(x) (byx — b.x) = D) bz — b, )

ol b,z sont les sommets de triangle de référence K. On considére la fonc-
tionnelle linéaire suivante :

N e - . bi+bi
L@) = D@ - Tz ) (b0 Gz — b, b = £ 2k,
a) KT, # & [i, = 0] Daprés W3(K, d(x)) ~C(K), on a :
| L@ | < M || @ lwzgicy, Yie WK, d®), dEx) =%,|%].
D’autre part Li = 0, Vii e P,(K). En effet :

DA(R) bz — bop) =8, — A(B.2) (6.3)
ou les fonctions A,(%) sont les coordonnées barycentriques de K par rapport
aux sommets { B,j }i_,, voir [4, p. 65]. Soit i€ P,(K), a(x) = Y C, %

R R . R laf<2
Sib; g =(0,0),b,2 =(1,0)etbyz =(0,1),alorsonai,(x) =1 — %, — %,,
A, (%) = %,, A3(%) = %,. Par conséquence, d’aprés (6.3), on déduit :

D@ — Mg ) (%) bz — b,2) = Cupfha(®) B3y — K30, 2) +
+ R3®) B — A5(5,2) + Coof®a — %25, 2) 2 R,() — 1)
+ C(o,z)(ssk - i'3([’1,1”()) (2 X3()‘c) - 1) (6~4)

[Ilg 4 = &, Viie P,(K)]. D’autre part on a b, ; = (1/2,0), by, = (1/2,1/2),
by, =(0,1/2). Alors de ceci et de (6.4) on vérifie aisément que Li = 0,
Vi e P,(K). Ainsi, d’aprés la conséquence 3.1, on obtient :

|L@) | < M| ilpygaey, Vie WK dR), d&) =%,|%].

D’ou :
| L@) | < M| Bg II° [det (Be) |2 by Y2 | lwig.an
< MR hi ' | u ly3kny» Yue W3(K, x,) 6.5
ou h =(h? + )YV,
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b) KNT, = & [i, = 1] Dans ce cas on procéde de la méme maniére
comme dans ) mais avec d(X) = 1. On obtient :

-1/2
| L@) | < M(inf(xl)) | Bg 13| det (Be) | "% |u lwik.x) >
K
Yue W3(K, x,). (6.6)
Alors en combinant (6.5) et (6.6) et en utilisant (4.1)-(4.3), on trouve :

lu— T ulFe <

<M Y oh Y (D@ - M@ () (Big — bif())2> +
KTy 1<i<k<3

1<i<k<3

o R 1/2
" ( Y sl Y (06— M) G Go - bi,ﬁ)f) }
K
< MR | ulyiry, Yue W3, x,). C.QF.D.
LeMME 6.1 : Il existe une constante M > 0, telle que :
2
| a(u, v) — ay(u, v) I < Mh? z | a; I W2(Q) | u ”W%(ﬂ,x.) [v |W§(Q,x,) s
i=1

Va,e Wi(Q), VYueW3(Q,x,), WveS,. 6.7

Démonstration :

a) KnT; # & Posons 6 = a0u), ® = (0;0 |x) € Po(K) et majorons fa
forme lin€aire :

6 e WK, d(x)) - Ex(6¢), d(®) =3%,,|%],(xeK).

Drapreés linjection continue W2(K, d()) <>C°(K), Péquivalence des normes
dans un espace de dimension finie et I'inégalité :

j (§)* dx < MJ d(%) (0(R))* d&, V¢e Py(K)
e R
on obtient :

| Ex(6¢) | < M sup (x) I 6 lwakacy | © l,&.dcy -

D’autre part, Eg(6¢) = 0, V6 € PI(K). Alors, d’aprés la conséquence 3.1, on
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obtient

! Ex(60) l < Msup(x,)|6 IW%(R.E(&)) (K “Lz(i(,ﬁ(&)) .
K

D’ou, en appliquant (4.1), (4.2) et (6.1) a I'inégalité en haut, on déduit :

| Eg(39) | < Msup(x,) || By 1> |det (Bo) |7 (r) ™" | O lwaxy) | @ lipamnn)
K

< Mh* | det (By) |16 lpamey | @ lagnyy» VO € WHK, x5).

(6.8)

b) KT, = & Dans ce cas on procéde de la méme maniére comme
dans a) pour estimer Ez(6¢), mais avec d(%) = 1. On obtient :

| Ex(69) | < M sup x) 16 w2k | @ I,k
-1
< M sup (x,) <inf(x1)) | Bx “2 | det (Bx) I_l |o |W§(K|x1) o "Lz(x,x,)
K K

< Mh?* | det (By) | | O lwaman | @ lamoxn
Vo e Py(K), Voe WZK, x,). 6.9)

Ici on a utilisé aussi (4. 3).
Ainsi d’aprés (6.8) et (6.9), on obtient :

2
Y EK( Y a,0uduv |K>

KeTh =1

<

2, det(By) Ek( PIACEINCE, Ix))’ +

KeTp =1
11=0

+

2
Y. det(By) Ef<< Zl a0u) (O ) )
KeTy 1=

1121

2
2
S MR Y la, | w2 |4 lwigxn | ¥ Wi
1=1

Va,e W2i(Q), Yue W3Q, x,), VveS,. CQFD.

LEMME 6.2 : Il existe une constante M > 0, telle que :
[(fo) = (o) | < ME? || fllwzqunn | ¥ i@ »
Vfe W2(Q, x,), VveS,. (6.10)
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Démonstration .

a) KnT, # . Posons { = fp et majorons la forme linéaire
Ve WHK, d®) - Egl), d&) =z,1%].
D’aprés I'injection continue W2(K, d(%)) = C°(K), on a :

l EK(‘I’) | MSUP (xp) |l \" w2k dczy » d(x) =X, x|[xe K]

D’autre part Ez(y) = 0, Y\ € P,(K). Alors, d’aprés la conséquence 3.1, on
obtient :

| Ezl) | < Msup (x) |V lw2gagy, YVeWHK dR).
K

Utilisons la formule de Leibnitz et I'’équivalence des normes dans un espace
de dimension finie pour majorer | Y |2 iz On trouve :

|V lw2kaey < M Z |f|w2 sRawy | P lwik -

De plus on a :

I p ”Lz(K) M| p "WZ(K d(2) » J(i) =X,|X] Vpe Pl(K) s

1P lwigy < M| P lwik.asy d(ff) =X,|x|, Vpe PI(K) s
Par conséquence, en utilisant (4.1), (4.2) et (6.1), on déduit :

|Ex(h) | < M sup Gen) {1 wak e | B lzagaen +

+ lflwé(l?,ﬁ(f)) | p |W§(12.E(£)) }
< Msup (x,) || By 12 | det (By) !—1 ! ||f”w%(x,x,) Il p "Wé(x,xl)
K

< MR? |det (B | | fllwzoen | P lwik.xn)
Vfe WXK, x,), VpeP,(K). 6.11)

b) K nT, = . Dans ce cas on prend d(%) = 1, dans Ez({) et on procéde
de la méme mani¢re comme dans a@). On trouve :

| Ez(d) | < sup (x,) {1 w2y 1 Iy, + | flwiiy | B lwiiiy
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-1
< M sup (x,) (inf(x1)> | Bx “2 ldet (By) |_1 “f"w%ac,x,) Ilp !Iwé(x,x,)
K K

< Mh? Idet (Bx) |_1 "f”W§(K,x1) Il p "W{(K,xl)
Vfe WZZ(K, x), VpeP(K), YKeT,. 6.12)

Ici nous avons utilisé aussi (4.3).
Ainsi de (6.11) et (6.12) on déduit :

KZ Ex(folg) KZ | det (By) Ex() | + ZT | det (B) Ex(¥) |
€Th eTh KeTp
i1=0 i1z1

< Mh? I f w2y I 0 lwigxy
< MR | fllwiasn | 0 Wiy

Vfe Wi, x,), YveS,. C.QFD.

PROPOSITION 6.1 : Soit ue W(Q, x,). Alors, il existe une constante M > 0,
telle que :

J‘ (u(x))2 dx < Mh I Inh | ” u ”pzy-:,(ﬂ,x,) (6 13)
Qo
j x— (ux))*dx < M|Inh*||u szm <) 6.14)
o\ Qo
ou Q= {(x;,x,)eQ:0<x;, <2h;,x,>0}.

Démonstration : Nous allons montrer uniquement (6.14). D’une maniére
analogue on montre (6.13).
Soit w e C1(Q). Alors, en vertu de I'inégalité de Holder, on a :

2

1 , 1 " ow
X—ll W(X)l _X_ll —J\ E(t,xz)dt-i-w(l,xz)

X

— 20 () J aw("’

dx; + xi | w(l, x,) |2
1

Intégrons I'inégalité en haut en (x,, x,) e Q\Q, et appliquons I'inégalité :
J X, |wx) |2dT" < M| w i@y, YWe Wi x,).
r

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



SUPERCONVERGENCE DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 57

On obtient :

1
J (1/x;) | w(x) |2 dx < — 2J o &xy) dx, f X1
N\ e

X
2h, 1

2

Iw(x) dx +

Ox,

1 1
+2J —l-dxl'j | w(l, x,) [ dx,
2h,x1 0

SM|InhP|wldiay,-

Pour finir la démonstration, il nous reste qu’a utiliser la densité de I7V2‘ (Q, x,)
dans W(Q, x,). C.QF.D.

La proposition en haut joue un réle fondamental dans la démonstration
du lemme qui suit.

LEMME 6.3 : Il existe une constante M > 0, telle que :
2
|au — T u,0) | < MR* |Inh| Y I a llwaol # lwi@sn | 0 wi@un
i=1

Vue W3Q, x,), Ya,e Wi(Q), VYveS,. (6.15)

Démonstration : Puisque v |. = 0, alors la forme bilinéaire a(., .) peut étre
écrite de la maniére suivante :

a(w, v) =Z_j x,a,0,wovdx + Y f X, ay 3,w 0,0 dx
st Jst

§2 Jsz

+ Y Xy a, 0,wd,vdx

KeT§ K

ou S est 'ensemble de deux triangles adjacents dont le c6té commun est
paralléle & 'axe Ox,, o = 1,2 [voir fig. 6.2], T -ensemble des éléments de
T, dont un c6té se trouve sur I,.

Soient §% « = 1,2, deux parallélogrammes de référence dans R? de som-
mets respectivement (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, — 1)et(0, 0),(0, 1),(— 1, 1),(— 1, 0),
voir figure 6.2. 1l existe une application affine Fg de la forme :

Fg:%€8% > Fu(X) = B % + bga€ 8%, a=1,2

h, O ) (il h1>
B « = N b o —
§ (o h, § iy hy
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sz
| %
| +1 g1 = K1UKZ
1
! :
0] s ) A Tk
L gL KUK, K
Xy
\ Kb + Ag A A
! K1 S K‘IUK%
| s
. 2 »
| 5 = K1U Ks K‘l
l N,
5 g 0 X,

Figure 6.2.
telle que F sa(S' *) = S Alors, on a :
J Xy 0w 00 |« dx = h j (%, + i,) 0w 0,p dx.det(Bg:) h %, a=1,2
s° S
J‘ X, 62w62ledx=hlf (%, +i,) 0w 0,p dx .
KeTf R
Majorons

J G, +i)owopde, a=12.
e

On montre aisément qu’il existe des constantes €, et €. ne dépendant pas de i
o (-3 1
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et de i, et telles que, les fonctionnelles linéaires :

+s;j O % d%, u=12,

g« 0%, 0X, 0%,

s’annulent pour # € PZ(S’ %). D’autre part on a :
| L@ | < M+ iy) | @ llwygezy | B lwige s »
Vie W3(S8% %), VpeP,(8%, a=12.
Alors, d’apres la conséquence 3.1, on obtient :

| Lu(ﬁ) l < M1+ il) |4 |w§(§",£,) | p |w5¢§“.£1)
Vie W3(S* %,), VpeP, (8%, a=12. (6.16)

Du théoréme 4.1, on déduit :

J‘* X, 0,(4 — ﬁl? Wo,pdi| < M|a lwi(i) | p lwia?,x.) 6.17)
K

Vie WXK), VpeP,(K), K =Fg (K), KeT?.
Puisque a € W2(Q), alors on peut &crire :
%) =a% + o, & =al0,0).

Par conséquence on obtient :
2

a — T, u,v) = Y Y a0 det (Bg) hy 2 hy(L(8) — H,(@)) +

«=1 §”

+ Y det(BX) h;? hlj %, 4, 0,(0 — Mg ) 0,p dx +
KeTs K
[i1=0]

+ }2: Y det (Bg) hy 2 h, j (% + i) O(h) 0(8 — Tz, 0) 8,9 dx (6.18)

x=1 S§¢ s

ou

0% %4 op R .
H @) = £, — ! dA, Ileez =11 o, =1’2.
9 L( “ox o, ax) oz, &0 Heedt = Ihtle, @
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D’autre part,on a :

| Bge [I° | det (Bse)

-1/2 3,-0
Y hl |W|W§(s“

ip=0

X1) 2

- aa - < M
I W 33200 < | Bg |* | det (Bse)

mz |w |W§(s“,x,) , 13 =20.

L,
@y hy)?
(6.19)

De-(6.13) et (6.14), on déduit :

2 |
Y YH@| <

' MR2 k| | u lwiax | 0 wiaxy - (6.20)
a=1 S®

Ainsi, de (6.16)-(6.20), on obtient (6.15). C.QF.D.
Des lemme 6.1-lemme 6. 3, on déduit le résultat principal de ce paragraphe :

1 : Soit (T)), une famille uniforme vérifiant (6 .1). Alors, il existe
une constante M > 0, telle que :

Vue W3Q, x,), Vfe WXQ,x,), VYVae WiQ), i=1,2,

+ |u |W§(Q,x,) + ||f“w§(9,x1) }
J

Remarque 6.1 : Le résultat du théoréme 6.1 peut étre amélioré par rapport
a la norme discréte suivante :

nwn;r,n={ Sy mes(sm)( 12 )Z(x;n)+

a=1 xdueS®

1/2
v 3 mes) (122 ) e |

xgek
KeTP

ou
x, x, dx
* G

— £ 3 % % —
X6 = (xl,G’ xz,o), Xa,G =
J x, dx
G
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On obtient une estimation de type superconvergence de gradient d’ordre
0(A?). Ce résultat sera publié ailleurs.
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