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IDENTIFIABILITE D’'UN COEFFICIENT VARIABLE EN ESPACE
DANS UNE EQUATION PARABOLIQUE (*)

par A. EL BADIA (V)

Résumé. — Dans ce papier, on discute lidentifiabilit¢ du coefficient o dans I'équation
parabolique du — 3, (x(x) 3,u) = f, a partir de la connaissance de la valeur de la solution en un
seul point x, € [0, 1].

La fonction f et les données aux limites sont supposées connues.

Le probléme de lidentifiabilité est formulé comme un probléme inverse de Sturm-Liouville.

Abstract. — In this paper we discuss identifiability of the spatially varying parameter o in the
parabolic equation du — 3 (a(x) d,u) = f, from the knowledge of the values of the state at one
point x, € [0,1].

The function f and the boundary data are supposed to be known.

The identifiability problem is formuled as an inverse Sturm-Liouville problem.

INTRODUCTION

L’identifiabilité du potentiel ¢ dans I’équation parabolique d,u — 32u +
qu = f, a fait 'objet de plusieurs travaux, notamment :

A. Pierce en 1979, avec un seul point de mesure : x, = 0.

R. Murayama, T. Suzuki en 1980, dans le cas des conditions aux limites
de type Neumann d,u = 0, un second membre f nul et une donnée initiale
inconnue. Les mesures sont données en deux points: x, =0 et x, = 1.

T Suzuki en 1982 a donné des résultats d’identifiabilité et de non
identifiabilité, par les mémes conditions que ci-dessus, mais toujours a
partir de deux points de mesures: x, =0 et x, = 1.

R. Murayama en 1980 a étudié l'identifiabilit¢ de o« dans I’équation
du — 3,(a(x) d,u) =0, dans le cas o d,u = 0, mais il a utilisé implicite-
ment l'unicité de « [5].

(*) Regu en juin 1986.

(') Laboratoire d’Automatique et d’Analyse des Systémes du C.N.R.S. 7, avemue du
Colonel Roche, 31077 Toulouse Cedex, France, et Laboratoire d’Analyse numérique de
I’Université Paul Sabatier, 118, route de Narbonne, Toulouse Cedex.
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628 A. EL BADIA

Dans cet article, on établit I'unicité d’un coefficient a symétrique par
rapport a 1/2, 4 partir de la valeur de la solution en un seul point
x, € [0,1].

Ce probleme se raméne a un probléme inverse de Sturm-Liouville.

PROBLEME INVERSE DE STURM-LIOUVILLE

Soient g une fonction réelle continue dans I'intervalle [0, £], # et H deux
nombres réels.
On considére I’équation différentielle du second ordre :

"+ (A-gq)e=0 1)
avec les conditions aux limites :

¢'(0) — he(0) = 0 @

¢ ({)+He(l)=0. 3)

On note le probléme aux valeurs propres (1)-(3) par E(q, h, H) et son
spectre par (N\,),-o-
On pose :

Cro,0)={0eC™0,0]/0f —x)=0O(x),x€ [0,£]} .

Le théoréeme qui suit établit I'unicité du couple (q, h) dans le probléme
E(q, h, h). Ce résultat a été prouvé par H. Hochstadt [2] et T. Suzuki [7] ou
ce dernier donne une démonstration plus courte.

THEOREME 1 : Soient (N,), 50, (:)n= 0 les Spectres associés respectivement
aux systtmes E(q,h,h), E(p,j,j) ou p,qe Cl0,¥]
Si

Np=p, VYn=0,
Alors

Preuve : Voir [2], [7]-
On considére maintenant I’équation différentielle du second ordre :

(agp’) +Ap=0 sur [0,1] 4)

avec les conditions aux limites
¢'(0)—he(0)=0 &)
¢'(1)+ He(1) =0 (6)
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IDENTIFIABILITE D’UN COEFFICIENT 629

on notera le systeme (4)-(6) par ¢ (o, h, H) et son spectre par (X\,),.,. On
suppose que a € A = C2[0,1]1N {O/0(x) = &}, o9 > 0 donné, alors on a
le théoréme suivant :

THEOREME 2 : Soient (N\,),=0 € (,;)n= o les spectres associés respective-
ment aux systéemes &(a, h, h) et (B, j,j) ou o, B € A.

Si
A, = B, Vn=0
a(0) =B(0)
j=h
alors

a=B dans [0,1].
Preuve : Par la transformatio‘n de Liouville

v(x)=a(x)e(x), avec a=al*

- S R
Y = Re(x) o Ja®

oll p, est bijective, de réciproque w7’ puisque:

”‘;('x)—\/&(—xs>0

i, st continue car a l’est.
Le systeme &(a, h, h) se réduit a la forme E(q, k, k) ot

a
q=¥, avec d=aopn]'
a

ky = @,(0) + ha*(0)

ky=—a,(f) + ha*(£), avec f:Jl\/%.
0 Va
En effet :
ao’) = 4 _‘b(x)
(o)) [ @) ( iy 9:00) ot )]’

= a(x) Yy (x) + 3 a2(x) a; (%) ¥y (x) = 2 a (¥) Y (x) (a;(x))?
—a’(x) b (x) af (x) - a°(x) ¥ (x) a;(x)

= @°(0) Y () + b () [3 2%(x) a;(x) — a*(x) a;(x))
— ()2 a(x)(a;(x)) + a’(x) a5 (x)]

= —Ae(x)

vol. 21, n° 4, 1987



630 A. EL BADIA

U +2a%al ¥l — (@Pal +2a@)) = — g dans 10,1[ (7)

Au moyen du changement de variable y = p, (x)

dy 1 1
i " ax) aeng' ()

1

Yp(x) = (¢°M;l)§3—§: = my—) (¢°l";1)§()’)
a;(x)z(aonzl;%=m(aouu‘)yu>
B0 = o Wen Dy P Wone ) 2 (e ni )
o pg ® dx Y atenil(y) : ydx
1 _ 2 1y —1ys
“;—om(¢°ﬂal ()’) ____1(—3(¢°p’a1)y(a°“‘a1)y(y)
” 1 —1\n 2
ag(x) = m (a°Mu1 yy()’)—m ((a- P-al)y)z()’)

En reportant les expressions ci-dessus dans 1’égalité (7) :

1

a ona‘(y)[———_-l—(—)(%w;ly"y
N (wou‘l)’(aou‘l)'(Y)]
Soply) TN
_ 1 —1vs 3 -1y,
+2a2op,u1(y)m(aouulym(¢°ﬂql)y()’)
- - 1 —1yn
—ll'°l-‘-u1()’)[a2°“-al()’)(m(“”‘*ulw(}')
_____2___ o =11 )2
i (@ ),))
2a% p3'(y) ! N A 2,
o ni Ty (@eka ) = A

d’ou

(‘bw;l;’_a - (@opgl)y, =—Nop;' dans 10, [

[+ 3
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IDENTIFIABILITE D’UN COEFFICIENT 631

Les conditions aux limites (5) et (6) se réduisent a la forme :
(Wopg')y(0) — ((@opy!)y(0) + ha’o p ' (0)) Yo n;'(0) =0
Wonz @) + (- (@onz') (@) +ha’op7 (@) wopz'(€) =0

d’ou le résultat en conservant la notation ¢ au lieu de ¥ o p; 1.
De facon similaire, par la transformation :

=bp, ot b=p"

X dg
y=ng(x) = —
o VB(§)
le systeme ¢ (B, j, j) est réduit a la forme E(p, ks, k) ou
w

p=2,b=bop;!(y)

o

ky = b,(0) + jb*(£")

~ . v de
ky=—-b/(0")+jb*({"), avec (' = J .
T 0 VB ()

La transformation de Liouville nous place dans le cadre du théoréme 1, d’ou
I’apparition naturelle du lemme suivant :

LEMME 1 : Dans les systémes réduits et sous les hypothéses du théoréme 2

(1) ki =ky, (k3= ky)
(i) € = ¢’
(iii)p, g e C0, ¢].

Preuve :

i) D’apres les expressions de k; et k,, il suffit de véritier que
a)=a(0)
a,(t)=-a;0)
Par définition
d=aop;', 1=p7'(f), 0=n;'0).
et par symétrie a(1) = a(0), d’od a(f) = a(0).

vol. 21, n’ 4, 1987



632 A. EL BADIA

D’apres le théoreme de dérivation de fonctions composées :

dy=ayony'(y). ('),

1y, 1 , /
(Mul)y=—~—’ — et al(l —x)=—a.(x)
My © By

a,(0) =a;(1).a*Q1)
= —a;(0).a%0)
= —a)0).

Par une démonstration analogue, on obtient k; = k,.
ii) On sait que \/)\,,f =nmw +0(1)[11] et puisque A, = p, Vn=0, on a

t’-t”:O(L_ =0(1) Vn=0

NV

par passage a la limite quand » tend vers I'infini
f=10.

iili) On rappelle que la fonction g est donnée par :

<3

a
q= , doncilestclairquesi @e C2[0,1], alors g€ Cl[0,¥].

ml

Puisque « € C>[0, 1], alors @ € C3[0, {] d’ou g € C[0, {].
Il reste a vérifier que a(f —y) =a(y), ye [0, £].
Par définition

pa(ra 1(0) — 1 ')

He(1 — 13 '(2))
1 - -1

B d_{;_+ fl Pa U)d_g_
0 \/a 1 \/01-

par le changement de variable z = 1 — £ et la symétrie de «

1-e'0) g Zrzl(n dz :Ju;‘(y) dz_ _ » _
| el - Tl I -~ BN I

d’ou :

Pa(pa (@) —p3'()) =0 —y etdonc p;'(f—y)=p;'(f)—n'0).
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IDENTIFIABILITE D’UN COEFFICIENT 633
Par conséquent :
all —y)=a(p;*(f —y)) par définition .
=a(pn'(0) — ')

=a(l-p;'(y)) car 1=p;'(0).
=a(p;'(y)) parsymétrie dea .

=a(y)
de méme on montre que p € C [0, ¢].

D’apres le théoréme 1 :
i) kl = k3
ii) p=gq sur [0, ¢]

or

ki = ky <> @,(0) + hd(0) = b,(0) + jb(0)
< &(0) +h Va(0) = 5;(0) +j V/B(0)

par hypothese, j = h et a(0) = B(0), d’ou

a,(0) = 5,(0). (8)
&'" EII - o
p=q¢>ﬂ—% ayb=>5bya@=0,6=0)
a

par intégration par partie :
3,() b(y) -~ 3,(0) 5(0) = b;(y) a(y) - b;(0) 2(0)
d’ou
a,(Mb(y)=a@y)by(y) dapres (8)
ce qui est équivalent a:
a,(y) b,(y)
ay)  b(y)

par intégration, Log (@) = Log (b), d’ou :

ay)=5b@), yelo,1]. €)
vol. 21, o° 4, 1987



634 A. EL BADIA

Pour tout y € [0, £], il existe un x unique dans [0, 1] tel que y = py(x) et (9)
peut s’écrire différemment :

aopzlopg(x)=b(x), xe[0,1]. (10)

L’achévement de la démonstration du théoréme 2 repose sur le lemme
suivant :

LEMME 2 : Si on pose p(x) = p;'o mg(x), alors

p'(x) = LC®) 0.1

b*(x)
p(0) =0
Preuve :
p(0) =pilopg(0)=p;'(0)=0
p'(x) = (kg'omp)(x)
= (ua 1)y (e (x)) « (mp)i(x)
or
—1yi(v) — 1 20y -1
(ra )y ) o 0)) a“(py (¥))
d’ou
b (x) = a*(pz (e (x))) %

D’apres (10) et le lemme ci-dessus :

p'(x)=1, xe[0,1]
p(0) =0

ce qui entraine que p(x) = x et par conséquent

a=f dans [0,1]

P-IDENTIFIABILITE DU COEFFICIENT a.

Revenons maintenant au probléme initial d’identifiabilité. On considére
I’équation parabolique :

du—d,(a(x)ou)=f sur ]0,1[x ]0, T (10)
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IDENTIFIABILITE D’UN COEFFICIENT 635
avec les conditions aux limites
u—hu| _,=go() sur ]0,T][ (11)
ou+hu|, _, =gi(t) sur ]0,T[ (12)
et la condition initiale
u(x,0) =uy(x) sur 10,1]. (13)

on suppose que :

feL*0,T,H"'(0,1)) connue
do» 91 € L*(0, T) connues
uy(x) € H(0,1) connue

aeA={0eC’0,1)/0x)=ay O(1 -x)=0(x)} , 2y=>0 donnée.

a est inconnue sauf en 0.
On note le systeme (10)-(13) par I (a, A, u,) et sa solution u(x, t), avec

- A t(pn(x)
u(x,t) = < Uy, »—
PR Pl Py

N J’ Z e—)\n(l—s)‘pn(x) 0.(s) ds

0n=0 ” ‘Pn"

‘Pn (pn(O) (Pn( )
=-(f,— a(0) —— a

et (¢, \;)p-0 est solution du systéme & (a, A, k)
De fagon similaire on considére I (B, j, vy) et v(x,t), ot B € A.

DEFINITION-: Soient x;,i = 1, ..., P, P points de lintervalle [0, 1] tels que
¢,(x;)#0 Vn=0 ot (¢,),¢ est la suite de fonctions propres associées a
d(a, h, h). On dit que a est P-identifiable dans [0, 1] si Papplication :

a— (u, (x,,2)) i=1,.., P estinjective.

On rappelle deux résultats sous forme de lemmes, le premier sur les séries
de Dirichlet et le second sur une équation de convolution. Ces deux
résultats nous permettent de transformer I’hypothése de la P-identifiabilité
en une égalité de valeurs propres A, et p,,. On sera donc placé dans le cadre
du théoréme 2.

vol. 21, n° 4, 1987



636 A. EL BADIA

LEMME 3 [9] : Soient (N\,),-0 e (M,),¢o deux suites réelles strictement
croissantes telles que lim N\, = lim v, = + oo.

n—+ o n— + o

Soient (C,)p=0> (d,)n=o deux suites bornées.
On suppose que .

— A, —-Mpt
Y Che =Y dye , t=0
n=0 n=0

si

C,#0,d,#0Vn=0, alors \,=m, e C,=d,Vn=0,

LEMME 4 [8]: Soit ¢, Qe L'0,T), on suppose Ae=0 tel que
Q(t) =0 sur 10, ¢[.
Si

f’ Y(t—s)Q(s)ds=0 Vie ]0,T[
0

alors
Pp=0 sur O, 7.

Soit a € A; si (¢,),-0 est la suite de fonctions propres associ€es a
& (a, h, h) on désignera par B(«) le sous-espace de L%(0, 1) de fonctions
non orthogonales a ¢, Vn=0.

THEOREME 3 : « est l-identifiable dans lintervalle [0, 1] dans les cas
suivants :

i) uy € B(a)
i) f=f1(2) f2(x)

iii) f=38(x)h(t)
Uy =0
go=0 ou g,=0.

Preuve : Soient o, B € A et u(x,t), v(x,t) les solutions des problémes
I(o, hyuy), I(B, j, vy) respectivement :

Par hypothese 7 = j et a(0) = B(0), il suffit donc d’apres le théoréme 2
que A\, = p, pour que a = B dans [0, 1].
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IDENTIFIABILITE D’UN COEFFICIENT 637

D) ulx;,t)=v(x,t) <=

Z < 0> Pn) € ( 0, W) € e "',

n=0 "‘pn" n=0 " n”

Par hypothese (ug, ¢,) # 0, {(vy, ¥, #0 Vn =0 et puis
d’apres le lemme 3: N\, =pn, Vn=0.

i) u(x;,t)=v(x;,t) <
f (Pn(xl) —)«,,(t—s) ‘!’n(xl)
7 (froen) €
L Z( leal? TN
X (f1, ¥n) e_nn(t—s)) fa(s)ds =0

on suppose 3¢ =>0/f, = 0 sur ]0, e[ et que f, € B, alors d’apres le lemme 4
puis le lemme3: N\, =p, Vn=0

i) w(x;, t) =v(xg, 1) <

! (Pn(xl) —)x,,(t—s)( (\Dn() ‘Pn() )d _
J Tel Teu] O Fe@ o))
(xl) —u.n(t—s)( () ‘bn() ) )d
LEO T fo O RO o) &

aveci =1 ou 0.

Par hypothése a(0) = B(0), mais on a aussi «(1) = B(1) par symétrie. On
suppose A& = 0/a(i) g; — h = 0 sur ]0, €[, alors d’aprés le lemme 4 puis le
lemme3: A\, = p, Vr=0.

COROLLAIRE : Pour h = 0, «a est 1-identifiable dans Uintervalle [0, 1] dans
les cas suivants :

) f=filx) f2(2)

i) f=3(x)h()
u0=Cte go=0 ou g1=0
Preuve : Pour h = 0, A = 0 est solution du probléme aux valeurs propres

é(a, 0,0) de fonction propre associée ¢ = 1.
En effet :

(') =0, dou ap'(x)=a¢'(0)=0,

vol. 21, n° 4, 1987



638 A. EL BADIA

puisque
az=ay=09x)=¢(0)=1.
d’ou :
@a(x) <P( )
T (o @n) ———€ M =ug T (1, @) ——— ¢ "
n=0 “‘Pn" n=0 ” n”

=u, car ug= Cte.

le reste de la démonstration est rigoureusement le méme que pour le
théoréme 3.

CONCLUSION

Nous avons établi dans cet article des conditions d’identifiabilité d’un
coefficient o symétrique par rapport a x = 1/2, dans I’équation parabolique
du — d,(a(x) d,u) = f, pour certaines conditions vérifiées par f, par la
donnée initiale et les conditions aux limites. Ces résultats reposent sur la
connaissance de la mesure en un seul point x, quelconque dans I'intervalle
[0,1] Le cas ou o est quelconque est traité dans [10].
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