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MATHtMATTCALMOOOUNGANOHUMERICALANALYStS
MODÉLISATION MATHÉMATIQUE ET ANALYSE NUMÉRIQUE

(Vol. 21, n° 4, 1987, p. 627 à 639)

IDENTIFIABILITÉ D'UN COEFFICIENT VARIABLE EN ESPACE
DANS UNE ÉQUATION PARABOLIQUE (*)

par A. EL BADIA (X)

Résumé. — Dans ce papier, on discute Videntifiabilité du coefficient et dans l'équation
parabolique dtu — dx(<x(x) dxu) = ƒ, à partir de la connaissance de la valeur de la solution en un
seul point xpe [0,1].

La fonction ƒ et les données aux limites sont supposées connues.
Le problème de Videnti fiabilité est formulé comme un problème inverse de Sturm-Liouville.

Abstract. — In this paper we discuss identifiability o f the spatially varying parameter a in the
parabolic équation dtu — dx(a(x) dxu) = f, from the knowledge of the values of the state at one
point xp e [0, 1 ].

The function f and the boundary data are supposed to be known.
The identifiability problem is formuled as an inverse Sturm-Liouville problem.

INTRODUCTION

L'identifiabilité du potentiel q dans l'équation parabolique dtu — d\xu +
qu = ƒ, a fait l'objet de plusieurs travaux, notamment :

A. Pierce en 1979, avec un seul point de mesure : xp = 0.
R. Murayama, T. Suzuki en 1980, dans le cas des conditions aux limites

de type Neumann dnu = 0, un second membre ƒ nul et une donnée initiale
inconnue. Les mesures sont données en deux points : xp = 0 et xp = 1.

T- Suzuki en 1982 a jionné des résultats d'identifiabilité et de non
identifiabilité, par les mêmes conditions que ci-dessus, mais toujours à
partir de deux points de mesures : xp = 0 et xp = 1.

R. Murayama en 1980 a étudié l'identifiabilité de a dans l'équation
dtu - dx(a(x) Bxu) = 0, dans le cas où 5„M = 0, mais il a utilisé implicite-
ment l'unicité de a [5].

(*) Reçu en juin 1986.
(*) Laboratoire d'Automatique et d'Analyse des Systèmes du C.N.R.S. 7, avenue du

Colonel Roche, 31077 Toulouse Cedex, France, et Laboratoire d'Analyse numérique de
l'Université Paul Sabatier, 118, route de Narbonne, Toulouse Cedex.
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628 A. EL BADIA

Dans cet article, on établit l'unicité d'un coefficient a symétrique par
rapport à 1/2, à partir de la valeur de la solution en un seul point
xpe [0,1].

Ce problème se ramène à un problème inverse de Sturm-Liouville.

PROBLÈME INVERSE DE STURM-LIOUVILLE

Soient q une fonction réelle continue dans l'intervalle [0, (], h et H deux
nombres réels.

On considère l'équation différentielle du second ordre :

<p" + ( \ - < 7 ) < P = 0 (1)

avec les conditions aux limites :

cp'(O)-/z<p(O) = O (2)

9'(f) + H<p(O = 0. (3)
On note le problème aux valeurs propres (l)-(3) par E(q, h, H) et son

spectre par ( \„)B 3 B 0-
On pose :

Cri0j]= {<9eCm[0j]/&(e-x) = &(x),xe [0,2]} .

Le théorème qui suit établit l'unicité du couple (q,h) dans le problème
E(q,h,h). Ce résultat a été prouvé par H. Hochstadt [2] et T. Suzuki [7] où
ce dernier donne une démonstration plus courte.

T H É O R È M E 1 : Soient (W^o, (y^n)n^o les spectres associés respectivement
aux systèmes E(q,h,h), E(p,j,j) où p,q e C}[0,2].
Si

Alors

Preuve: Voir [2], [7].
On considère maintenant l'équation différentielle du second ordre :

p = 0 sur [0,1] (4)

avec les conditions aux limites

<p' (0) -M0) = 0 (5)
O (6)
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IDENTIFIABILITÉ D'UN COEFFICIENT 629

on notera le système (4)-(6) par <|>(a, h, H) et son spectre par (X„)n^0*
 O n

suppose que a e A = C^[0,1] O {&/&(x) =s= a0} , a0 > 0 donné, alors on a
le théorème suivant :

THÉORÈME 2 : Soient (X„)n3so
 et (fOnssO ^es spectres associés respective-

ment aux systèmes <(>(a, h, h) et <|>(3, / , j) où a, |3 e A.
5î

Xn = *n Vn ̂  0

alors
a = 3 dû/M [0, 1] .

Preuve : Par la transformation de Liouville
ty(x) = a(x) <p(x) , avec « = a1/4

= P
Jo

où |xa est bijective, de réciproque |xa * puisque :

|xa est continue car a l'est.
Le système <(>(a, h, h) se réduit à la forme E(q, kl9 k2) où

a" .
q = — , avec a = a o |xa

a

, avec î = .

En effet :

= a3(x) ̂ ( x ) + 3 a2(x) «;(*) *;(x) -2a(x) *(x) (a'x{x)f

- a\x) *(x) a^(x) - a2(x) ̂ (x) «;(x)

= a3(x) *i(x) + ̂ (x )^ a\x)a-x{x) - a\x)a'x(x)]

f + a\x) a^x)]

vol. 21, n" 4, 1987



630 A. EL BADIA

d'Où

«3.1^ + 2 a2 a; 4»;- (a2a'^ + 2a(a'xf) = - \ ^ dans ]0, l[ (7)

Au moyen du changement de variable y = n.a(x)

dy 1 1

dx

2 \ ,

a oP-« (y) a °M-a (y)

« o^; (y) « «M-»1 (y)

En reportant les expressions ci-dessus dans l'égalité (7)

_

2 , , _iv.

* );)

d'où

( ^ o ^ - 1 ) ; î - r ï ( a o M . ; 1 ) ^ = -Xi |»«^ 1 dans ]0, î[
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IDENTIFIABILITÉ D'UN COEFFICIENT 631

Les conditions aux limites (5) et (6) se réduisent à la forme :

( ^ ^ ' ) ; ( 0 ) - ((a o ̂ ( O ) + ha2o KiHCOHo ^-1(0) = 0

d'où le résultat en conservant la notation i|» au lieu de ty o p,"1.
De façon similaire, par la transformation :

= &<P , où b = 1/4

=

le système <KP> ƒ, ƒ) est réduit à la forme E(p, k3, /c4) où

S

= -b'y{V)+jb2{V), avec V= [
Jo

La transformation de Liouville nous place dans le cadre du théorème 1, d'où
l'apparition naturelle du lemme suivant :

LEMME 1 : Dans les systèmes réduits et sous les hypothèses du théorème 2

(i) *, = k2 , (*3 = kA)
(Ü) e = r
(in)p,qeC}[0j].

Preuve :
i) D'après les expressions de kx et k2, il suffit de vérifier que

3(0 = 3(0)

3;(O = -3;(0)

Par définition

et par symétrie a ( l ) = a(0), d'où â(t) = â(0).

vol. 21, n° 4, 1987



632 A. EL BADIA

D'après le théorème de dérivation de fonctions composées :

M i - M-»1

d'où :

«,(f) = a;(l).a2(l)
= -a;(0).fl2(0)

= - «;(o).

Par une démonstration analogue, on obtient fc3 = k4.
ii) On sait que yjxn( = MT + 0 ( l ) [ l l ] et puisque \n = |xn Vn 3= 0, on a

par passage à la limite quand n tend vers l'infini

iii) On rappelle que la fonction q est donnée par :

a"
q = -^. , donc il est clair que si as C,3[0, 1 ] , alors qèC}[0j].

à

Puisque OL e C3[0, 1], alors a e C3[0, l] d'où ^ G CX[0, £].
Il reste à vérifier que â{t -y) = â(y), y e [0, £].

Par définition

1 1 = M i - »>âl(y))

Jo vet Ji vet

par Ie changement de variable z = 1 — £ et la symétrie de <x

I * r^a. \J ' ftÇ> 1 ̂ a V// //« J M'a \j} HT
I CtÇ I t*Z I CtZ x — 1 / \ \

Ji va(^) Jo v a ( l — z) Jo Vot(z)

d'où:
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IDENTIFIABIUTÉ D'UN COEFFICIENT 633

Par conséquent :

â{( - y) = a(\x-\g - y)) par définition .

car 1 = ^ 1

= a(^â1 (y)) P a r symétrie de a
= â(y)

de même on montre que p e C/[0, (].

D'après le théorème 1 :

i) kx = k,
ii) p = q sur [0, l ]

or

k1 = k3o à;(0) + /m(0) = 5;(o) + ƒ 5(0)

par hypothèse, y = A et a(0) = P(0), d'où

a;(0) = 5;(0). (8)

p = ? o — = — o «^ 5 = b;y a{a > 0, S > 0)

par intégration par partie :

s'y(y) B(y) - a;(0) 5(0) = 5;(y) «(y) - 5;(0) a(o)

d'où

à;iy)B(y) = â(y)B;(y) d'après (8)

ce qui est équivalent à :

à'yiy) _ B;(y)

à(y) biy)

par intégration, Log (à) = Log (5), d'où :

à(y) = b(y), y s [0, t] . (9)

vol. 21, n" 4, 1987



634 A. EL BADIA

Pour tout y e [0, £], il existe unx unique dans [0,1 ] tel que y = v<$(x) et (9)
peut s'écrire différemment :

ao^-1o^(x) = b(x), xe [0,1]. (10)

L'achèvement de la démonstration du théorème 2 repose sur le lemme
suivant :

LEMME 2 : Si on pose p(jc) = jx"1 o |xp(x), alors

p(0) - 0

Preuve :

p(0) = ^ 1

or

d'où

D'après (10) et le lemme ci-dessus :

P'(*) = l , xe [0,1]
P(O) = 0

ce qui entraîne que p {x ) = x et par conséquent

a = p dans [0, 1]

F-IDENTIFIABILITÉ DU COEFFICIENT a.

Revenons maintenant au problème initial d'identifiabilité. On considère
l'équation parabolique :

dtu - dx(oL(x) dxu)= ƒ sur ]0, 1 [ x ]0, T[ (10)
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IDENTIFIABILITÉ D'UN COEFFICIENT 635

avec les conditions aux limites

sur ]0,T[ (11)

sur ]0,T[ (12)

et la condition initiale

u(x9Q) = Uo(x) sur ]0, 1[. (13)

on suppose que :

ƒ G L2(0, T, H-\0, 1)) connue
0O, 0x G L2(0, T) connues
uo(x) G /^(O, 1) connue

aeA= {&e C3[0,l]/(9(x)^<xQ,(!)(l-x) = (9(x)} , a0 > 0 donnée.

a est inconnue sauf en 0.
On note le système (10)-(13) par / ( a , h, u0) et sa solution u(x, t), avec

où

f' -x a-*)<PB(*)
Y e QA

Joné'o Iknll

et (<pn, ^„)„^o e s t solution du système 4>(a, /Ï, h)
De façon similaire on considère I(p, ƒ, i?0) et I?(JC, / ) , où

DÉFINITION-: Soient^, i = l s ..., £ , £ points dz l'intervalle J0,l] tels que
<pn(Xi) ^0 Vrt ̂  0 où (tPnXi&o e5* ̂  5w^e ^e fonctions propres associées à
<() (a, /i, /*). On dir ^we a esf P-identifiable dans [0,1] «" Vapplication :

a -• (M, (jci? f )) / = 1, ..., P est injective .

On rappelle deux résultats sous forme de lemmes, le premier sur les séries
de Dirichlet et le second sur une équation de convolution. Ces deux
résultats nous permettent de transformer l'hypothèse de la P-identifiabilité
en une égalité de valeurs propres \„ et |xn. On sera donc placé dans le cadre
du théorème 2.
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636 A. EL BADIA

LEMME 3 [9] : Soient (X„)n2ï0 et (j\n)n^o deux suites réelles strictement
croissantes telles que lim kn = lim r\n = + oo.

Soient (Cn)n^0, (dn)n^0 deux suites bornées.
On suppose que :

£ Cne~Kt= Y dHe'^\ f s* 0

5/

C n ^ O , f i n # O V n ^ O , a/ors KB = T)rt et C B = dB, V n > 0 ,

L E M M E 4 [ 8 ] : 5oiY i|/, ô e L : ( 0 , 71), on suppose 3 e > 0 fô/

5/

i|i = 0 sur ]0, T[ .

Soit <x G A ; si (<pn)n^0
 e s t l.a s u i t e ^ e fonctions propres associées à

<(>(«, h, h) on désignera par # (a ) le sous-espace de L2(0, 1) de fonctions
non orthogonales à <prt Vn ̂  0.

THÉORÈME 3 : a est l'identifiable dans l'intervalle [0,1] dans les cas
suivants :

f - 0 , 0o = 9l = 0

Ü) f=fi(Of2(x)

w0 = 0 , 0i = 0

iii) ƒ = ô(x)fc(r)

w0 = 0
0o = 0 ou gx = 0 .

Preuve : Soient a, p G A et W(JC, f ), v(x, t ) les solutions des problèmes
ƒ (a., &, M0), ƒ (p, ƒ, i;0) respectivement :

Par hypothèse h = ƒ et ot(0) = P(0), il suffit donc d'après le théorème 2
que \„ = |xn pour que a = (3 dans [0, 1].
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Par hypothèse <w0, <*>„> ^ 0, <u0? i|in> # 0 V w ^ O e t puis
d'après le lemme 3 : Xn = (xn Vn s= 0.

ii) M ^ O ^ ^ C ^ O O

on suppose 3 e > 0 / / 2 = 0 sur ]0, e [ et que fxe B, alors d'après le lemme 4
puis le lemme 3 : kn = yun \fn s= 0

iii) u(xl9t)*=

lki.
+1.(0 .

t o II+«11 \ ||+n|| H+B||

avec i = 1 ou 0.
Par hypothèse a(0) = P(0)? mais on a aussi a ( l ) = P(l) par symétrie. On
suppose 3 E > 0/a(i ) g. — /i = 0 sur ]0, e [, alors d'après le lemme 4 puis le
lemme 3 : kn - jxn Vn > 0.

COROLLAIRE : Powr /Î = 0, a e5r 1-identifiable dans l'intervalle [0, 1] ̂ ÛWS
/es cas suivants :

i) ƒ= /i(*)/2(0

a0 = Cte gf0 = 0j = 0

ii) f = t>(x)h(t)

u0 = Cte gf0 = 0 ou gx = 0 .

Preuve : Pour /i = 0, X = 0 est solution du problème aux valeurs propres
<|>(a, 0, 0) de fonction propre associée 9 = 1.

En effet :

(ct<p')' = O, d'où o«p'(jc) = a<p'(0) = 0 ,

vol 21, n 4, 1987



638 A. EL BADIA

puisque

a 5= a0 ;> 0 <p 0 0 = <p(0) = 1

d'où :

= u0 car w0 = Cte .

le reste de la démonstration est rigoureusement le même que pour le
théorème 3.

CONCLUSION

Nous avons établi dans cet article des conditions d'identifiabilité d'un
coefficient a symétrique par rapport à x = 1/2, dans l'équation parabolique
dtu — dx(a(x) dxu) = ƒ, pour certaines conditions vérifiées par ƒ, par la
donnée initiale et les conditions aux limites. Ces résultats reposent sur la
connaissance de la mesure en un seul point xp quelconque dans l'intervalle
[0,1] . Le cas où a est quelconque est traité dans [10].
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