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ﬁﬁ MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol. 22, n° 1, 1988, p. 5 a 28)

QUELQUES REMARQUES SUR LES NOTIONS
DE 1-RANG CONVEXITE ET DE POLYCONVEXITE
EN DIMENSIONS 2 ET 3 (*)

par G. AUBERT (%)

Communiqué par P. G. CIARLET

Abstract. — J. M. Ball has introduced the notion of polyconvexity to study non linear
problems in elasticity. We give an equivalent caracterization in two and three dimensions. We also
prove differential inequalities which caracterize, in the isotropic case, the rank 1 convexity.

Résumé. — J. M. Ball a introduit dans ses travaux sur l'élasticité non linéaire la notion de
polyconvexité. Nous en donnons une formulation équivalente en dimensions deux et trois. On
démontre également des inégalités différentielles caractérisant, dans le cas isotropique, la 1-rang
convexité.

INTRODUCTION

Dans I’étude des problemes d’élasticité non linéaire il est classique
d’utiliser les techniques de l'optimisation pour aborder les questions
d’existence. Plus précisément si f représente la fonction énergie associée au
systtme et { la position du solide au repos, on cherche une solution du
probleme :

P) INFJ fx,u(x), Du(x)) dx, QcR? ou R?,
Q

u(x) désignant le vecteur déplacement et I'infinimum étant pris sur un
espace de Sobolev approprié.

(*) Regu en novembre 1986.
(‘) IUT de Nice, 41 Bd Napoléon III, 06041 Nice, France.
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6 G. AUBERT

Une question cruciale, liée a I’existence de solutions, est de dégager des
hypothéses convenables qui assurent la semi-continuité inférieure faible de
P).

Dans cette optique, J. Ball [1] a introduit la notion suivante de
polyconvexité pour des fonctions de matrices :

DEFINITION : On note M"*" 'ensemble des matrices (n,n), n =2 ou 3,
E=M"""xRsin=2e E=M"""xM"*"x R sin =3, alors fest dite
polyconvexe sur M"*" s’il existe une fonction F : E - R convexe telle que :

F(M) = F(M, dét M) si n=2
f(M) =F(M,adj M,dét M) si n=3

(ou adj M désigne la matrice des cofacteurs de M).

Cette notion de polyconvexité a été utilisée par plusieurs auteurs pour
I’étude de problémes d’élasticité non linéaire, notamment par P. G.
Ciarlet [2], P. G. Ciarlet-G. Geymonat [3], P. G. Ciarlet-J. Necas [4], G.
Strang [5], R. V. Kohn-G. Strang [6].

Mais a notre connaissance il existe peu de résultats sur la notion méme de
polyconvexité, et en particulier sur I’existence de conditions suffisantes. De
ce fait il est assez difficile, en général, de reconnaitre si une fonction est
polyconvexe. Les résultats déja établis sont essentiellement des conditions
nécessaires de polyconvexité, la plus connue d’entre elles étant celle de 1-

rang convexité, équivalente pour les fonctions de classe C2 2 la condition de
Legendre-Hadamard :

n n 2
D) Maiajbkbzéo
ij=1ki=1 om; amﬂ

pour tout a et b appartenant a R".

L’objet de ce travail est de déterminer des conditions caractérisant la
polyconvexité. Nous donnons dans les §§8 1 et 2 une condition nécessaire et
suffisante de polyconvexité plus simple que celles établies par J. M. Ball [1].
Cette caractérisation nous permettra de démontrer dans le § 3 que les
notions de polyconvexité et de 1-rang convexité ne sont pas équivalentes.
Ce résultat était connu lorsque n = 3 (cf. F.J. Terpstra [13] ou D. Serre
[14]) mais demeurait une question ouverte pour n = 2. Ce résultat a été
publié séparément [19] mais nous le reproduisons ici dans un souci de
syntheése.

Notre étude se termine dans le §4 par la démonstration d’inégalités
différentielles caractérisant les fonctions 1-rang convexes isotropiques.
Notre travail se limite au cas n = 3, le cas n = 2 ayant déja été traité par
Knowles-Sternberg [8] et Aubert-Tahraoui [9]. Les résultats de ce paragra-
phe vont sans doute dans la méme direction que ceux de Simpson-Spector
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POLYCONVEXITE ET 1-RANG CONVEXITE 7

[17]. Notre approche nous semble plus simple et nos conclusions sont plus
explicites que celles données dans [17]. Dans [9] et [10] Aubert-Tahraoui
établissent également des conditions nécessaires de faible fermeture pour
certains ensembles intervenant en élasticité non lin€aire. On pourra trouver
d’autres remarques concernant la polyconvexité, la quasi-convexité et la 1-
rang convexité dans B. Dacorogna [15] et dans El. Gurwich-Al. Lurie [18],
R. Temam [20].
Le plan sera le suivant :

§ 1. Conditions nécessaires et suffisantes de polyconvexité : le cas n = 2.

§ 2. Conditions nécessaires et suffisantes de polyconvexité : le cas n = 3.

§ 3. Un contre-exemple bi-dimensionnel d’une fonction 1-rang convexe et
non polyconvexe.

§ 4. Une caractérisation des fonctions 1-rang convexes, isotropiques en
dimension 3.

§ 1. CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES DE POLYCONVEXITE : LE CAS
n=2

Soit f:M?*?> 5 R, nous dirons que f est polyconvexe s’il existe une

fonction F: M**?x R —» R telle que
f(M)=F(M,dét M) (dét M = déterminant de M ) .

Cette définition abstraite souléve la question suivante : sous quelles
conditions- f admet-elle une telle-décomposition ?

Utilisant les travaux de Busemann et Shephard [7] concernant les
fonctions convexes sur des ensembles non convexes, J. Ball dans [1]
démontre le théoréme suivant :

THEOREME 1.1: f est polyconvexe si et seulement si I'une des deux
conditions équivalentes suivantes est vérifiée
(i) I existe une fonction convexe C(M,t) sur M***x R telle que
f(M)=z= C (M, dét M) pour tout M € M?*? et I'inégalité

f(z A; Mi) = Z N f(M;)

6

est vérifiéee pour tout N, =0 avec Z N\, =1, et pour toutes matrices
i=1

M; satisfaisant

6
Y N dét M, :dét(Z )\iMi> .
i=1

vol. 22, n® 1, 1988



8 G. AUBERT

(ii) Pour toute matrice M e M**2, il existe des coefficients A;;(M) et
a(M) tels que

fM+X)=f(M)+A;(M) X;; + a(M) dét X

pour toute X € M>*>.

(On utilisera systématiquement la convention de la sommation des indices
répétés.)

La caractérisation (i) donnée ci-dessus est, en pratique, peu commode &
vérifier. L’objet de ce paragraphe est de donner une formulation simple de
la polyconvexité reposant sur la définition et précisant la condition (ii).

Auparavant on rappelle une condition nécessaire classique de polycon-
vexité.

THEOREME 1.2 : Toute fonction polyconvexe est I-rang convexe.

Preuve : Dans le théoréme 1.1 nous choisissons \; =0 pour i =3 a
i = 6. Alors (i) entraine

f(z)‘iMi) = Y N (M)

pour tout \; =0, A\; + A, = 1 et toutes matrices M, et M, satisfaisant
dét (M, —M,)=0

i.e. fest 1-rang convexe.
Le théoréme suivant énonce une condition nécessaire et suffisante de
polyconvexité. On suppose f de classe C! et on note

M, = {Me M***telles que dét M > 0}
M_ = {Me M**?telles que dét M < 0}
fM+X) - f(M)~ (X,Df(M))

L) = XIen,‘i dét X
_ fM+Y)- f(M)— Y, Df(M))
$1(M) = Sup aet Y

THEOREME 1.3 : f est polyconvexe sur M*>*? si et seulement si

(1.1) $(M) < I,(M)

2x2

pour tout M e M~~~
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Mathcmatical Modelling and Numecrical Analysis



POLYCONVEXITE ET 1-RANG CONVEXITE 9

Preuve : (i) Montrons que la condition (1.1) est nécessaire.
Selon la définition de la polyconvexité, il existe une fonction F convexe
telle que

f(M)=F(M,dét M)
et donc, pour toute matrice X
fMM+X)— f(M)=F(M+ X,dét (M +X))-F(M,détM).
Grace a la convexité de F on a

12) fM+X)-f(M)=(X,Dy F(M,détM)) +
+ (dét (M + X)—détM) D, F(M,dét M)

ou (,) désigne le produit scalaire usuel et ou D, et D, désignent les
gradients partiels de F (M, t).
Si on note

et
cof M = [

la matrice cofacteur de M, alors

1.3) dét (M + X) —dét M =dét X + (X,cof M)

de plus

1.4) Df(M)=Dy,F(M,dét M)+ D, F(M,détM).cof M

combinant (1.2), (1.3), et (1.4) on obtient

fM+X)— f(M)—-(X,Df(M)) =D, F(M,dét M) dét X

d’ou 'on déduit avec les notations énoncées plus haut
I,(M)=D,F(M,dét M) = S,(M)

i.€.

(1.1) I,(M)=S;(M).

(ii) Montrons maintenant que (1.1) est également une condition suffi-
sante de polyconvexité. On a

(1.5) fM+X)— f(M)+ (X,Df (M)} +adét X=0

vol. 22, n° 1, 1988



10 G. AUBERT

pour tout X € M?*? et tout a € [S,(M), I,(M)].
En effet grace aux définitions de I,(M) et S;(M) et a linégalité (1.1)

fIM+X)—f(M)— (X,Df(M))—adét X =
FIM+X)— f(M)-(X,Df(M)y —I,(M)détX=0si XeM,
=i f(M+X)— f(M)—- (X, Df(M)) —S;(M)détX=0si XeM_
0 si dét X = 0 (par continuité)

Dans tous les cas nous avons
fM+X)=f(M)+ (XDf(M)) +adétX,

ce qui implique grace aux résultats de J. Ball [1] que f est polyconvexe.
Si de plus fest de classe C? et si

'XD? f(M) X
I,(M)= Inf 22 272
2(M) xem,  G6LX

'YD? f(M)Y
(M) = Sup —G3qy

ou D? f(M) désigne la matrice hessienne de f au point M alors une
conséquence facile du théoréme 1.3 est le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.4 : Si f est polyconvexe et de classe C* alors
(1.6) S, (M) < 1,(M)
pour tout M € M**? et ces valeurs sont finies
1.7) ‘ZD*f(M)Z=adét Z
pour tout a € [S,(M), I,(M)] et tout Z € M**2.

Remarques.

1) Marcellini dans [12] a démontré le théoréme suivant : soit fet g deux
formes quadratiques sur R", g indéfinie, alors les deux conditions ci-aprés
sont équivalentes

(i) f(X)=0 pourtout XeR" telque g(X)=0
(>ii) fX)—NgX)=0 VXeR” et Vre [m, M]

U = ACY) M = Inf &) s=M).
ot m g(SXl)lEog(X) o g(X)>Og(X) (m )

M? AN Modélisation mathématique ct Analyse numériquc
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POLYCONVEXITE ET 1-RANG CONVEXITE 11

En appliquant ce théoréme aux formes quadratiques

f(X) ='XD* f(M) X
X = M2X2
g(X) =dét X
on en déduit que (1.6) et (1.7) sont équivalentes a

'ZD*f(M)Z=0, VZtelquedétZ =0,

inégalité qui est, elle-méme, équivalente a la 1-rang convexité.

2) On peut facilement déduire du théoréme 1.3 que f est polyconvexe si
et seulement si

3 3
f<z AiMi> = Z N f(M;)
i=1 i=1
pour toute matrice M;, i =1, 2,3 vérifiant

3 3
¥ A dét M; = dét <z )\iM,-)
=1

t i=1

et dét (Ml ot M3) dét (M2 - M3) << 0.

Il est & remarquer que dans la caractérisation ci-dessus nous utilisons
trois matrices et non pas six matrices comme I’exige le théoréme de J. M.
Ball. Mais il s’agit 14 d’une caractérisation différente (le théoréme de
Carathéodory sous-jacent dans la démonstration du théoreme de Ball étant
en effet optimal).

3) Dans le cadre de Iélasticité la fonction f est en général définie sur
I’ensemble M, . Les conclusions de ce paragraphe demeurent vraies dans ce cas.
Il suffit d’imposer que les matrices ou f est appliquée, appartiennent a
M., . Par exemple on a la caractérisation :

f polyconvexe sur M | < §;(M)<I, (M) YMeM,_ .
4) 1l se dégage de notre étude deux équivalences :

(1.8) f est 1-rang convexe si et seulementsi VX € M Zx2
S, (M) =< 1,(M)
(1.9) f est polyconvexe si et seulementsi VX € M 2*2
SiM) <1,(M) .
Nous avons montré que S; (M) < I,(M) entraine S,(M) =< I,(M). L’implication

inverse est, en général, fausse comme nous le verrons dans le § 3. Elle est
vérifiée dans certains cas déja connus, par exemple si:

vol. 22, n° 1, 1988



12 G. AUBERT

e f est convexe
e f(M)=H(dét M), avec H convexe car

e f est une forme quadratique car

S>(M) I,(M)
S (M) = 3 et I,(M)= 5
o , S,(M) 1,(M) :
Plus généralement si S; (M) = 3 et[,(M)= 5— pour tout M, etsi f

est 1-rang convexe alors f est polyconvexe.

5) Si on suppose f isotropique, c’est-a-dire qu’il existe une fonction
G:R% >R telle que

f(M) =G\, \,) (N valeurs propres de (‘MM )?)

alors les fonctions S; et I; sont isotropiques. De plus I,(M) et S, (M) se calculent
explicitement en fonction des dérivées partielles de la fonction G. Si on pose

oG 3G
G, =— (A G,i=——— (A
i N ( 1» )\2) et ij a)\i a)‘j ( 1» 2)

1

alors si f est 1-rang convexe, nous avons

G, -G, —
.= (/G G — Gpp)

S,(M) = 2 Max [_W ]

. [G1+Gy ~
I,(M) =2 Min [————, \/Gu G22+G12] .
)\1+)\2

§ 2. CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POLYCONVEXITE. LE CAS n=3

Dans ce paragraphe nous traitons le cas de la dimension 3. La démarche
suivie reste la méme que celle du § 1.

Soit donc f: M*>*3 5 R, nous dirons que fest polyconvexe s’il existe une
fonction F : M>*3 x M**?> x R - R convexe telle que

f(M)=F(M,AdjM,détF),
ou Adj M désigne la matrice de cofacteurs de M. Pour toute matrice

M? AN Modélisation mathématique ct Analysc numérique
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POLYCONVEXITE ET 1-RANG CONVEXITE 13

M € M**3 on notera M la matrice (2, 2) déduite de M en y supprimant la i-
ieéme ligne et la j-i¢éme colonne,

|M| = dét M
|M|Y = (Adj M),] = (=1)y*/ dét MY .
Dans le cas tridimensionnel le théoréme de caractérisation de J. Ball est le
suivant

THEOREME 2.1 : f est polyconvexe si et seulement si 'une des conditions
suivantes équivalentes est vérifiée :

(i) Il existe une fonction C convexe sur M>*3x M>*3 x R telle que
f(M)=C (M, Adj M, dét M) pourtout Me M>**3
et l'inégalité
20 20
@.1) f( T A, M,) <3N F(M)
=1 =1

2
est vérifiée pour tout N\, =0 avec Z N, =1, et pour toutes matrices
1=1
M, satisfaisant

20 20
2.2) T A Adj M, — (Adj T, M,) .
1=1 =1

(i) Pour toute matrice M e M>*3, il existe des coefficients A, (M),
B, (M) et C(M) tels que

f(M+X)=f(M)+A, (M) X, + B, (M) (Adj X), + C (M) dét X

pour tout X € M>*3,

L’étude de la relation (ii) dans le théoréme précédent nécessite quelques
calculs préliminaires.

LEMME 2.2: Soit M et X € M>*® et soit f définie sur M>*> de classe
Cl, alors

(23) dét (M +X)—-détM =dét X + (AdjM, X) + (Adj X, M)

(24) (Adj (M +X)—-AdjM),, = (Adj X),, + ((=1)* X, cof (M"))
ou cof (M") désigne la matrice cofacteur de la matrice MY € M?**?

2.5) Si f(M)=F(M, Adj M, dét M), alors

vol. 22, n° 1, 1988



14 G AUBERT

(Df(M), Xy = (Dy F (M, Ad) M, dét M), X)
+ (= 1) "7 X, cof (M")) D agy my, F (M, Adj M, dét M)
+ (Adj M, X) D, F(M, Adj M, dét M)

ott Dy F, D aqmy, F» D, F représentent les gradients partiels de F respective-
ment par rapport a M, Adj M et dét M.

LEMME 2.3 : Soit f polyconvexe sur M>*? alors

(26) fM+X)-f(M)-(X,Df(M)) =
> (Adj X), D(aqm), F(M) + D, F (M) dét X

ou M= (M, Adj M, dét M ).
Preuve : La preuve est immédiate, elle découle de la définition de la
polyconvexité. On a:
f(M)=F(M, Adj M, dét M)
avec F convexe ; d’ou

27 fM+X)-f(M)=
=FM+X,Adj] (M +X),dét (M +X))-F(M)
= (X, Dy(M)) + (Adj (M + X) — Adj (M), Dagymy F(M)) +
+ (dét (M + X) —dét M) D, F(M)
combinant (2.3), (2.4), (2.5) nous obtenons (2.6).
Grace a ce lemme nous allons établir une condition nécessaire et

suffisante de polyconvexité en dimension 3. Auparavant on définit les
ensembles

EY = {M = (my)e M>*°/m(i,l1)=m(k,j)=0,Vk, 1 =1,2,3)}

EY = {Me EY/|M|"Y =0}
EY = {(MeEY/|M|Y <0}
M, = {MeM*>*3/|M| >0}

M_ = {MeM***/|M| <0}

K, = {G.])ietj=1,273/|M|">0)
K_ = {(i’j)7ietj=1,2’3/|M|”<0}

ainsi que les fonctions sur M>*3

fM +X)— f(M) — (X, Df(M))
| X1"

I"(M) = Inf

.
XeEY

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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POLYCONVEXITE ET 1-RANG CONVEXITE 15

f(M +Y) = £(M) ~ (¥, DF(M))
. K

S9(M) = Su
YeEY

fMM+X)~ f(M)- (X, Df(M)y - ¥ S|X|"— ¥ I7|x|"
I(M) = Inf K, (X) Fas's)
XeM, |Xl

fM+Y)= f(M)- (Y, Df(M)y -} S/|Y|7- ¥ I7|Y]"

Ky (V) K2

S(M) = Su
( ) YEI\E)_ |Y|

THEOREME 2.4 : Soit f: M*>*> 5 R alors fest polyconvexe si et seulement
si
(2.8) SiMY<I'(M) i,j=1,2,3
(2.9) SM)<=I(M)
pour toute matrice M € M>>,

Preuve : La preuve est trés semblable a celle du théoréme 1.3 dans le cas
de la dimension 2.

Si fest polyconvexe, en choisissant dans (2.6) X appartenant successive-
ment & E, i et j = 1,2, 3, nous obtenons (2.8).

En ce qui concerne (2.9) il suffit de remarquer que

fM+X)—f(M)~ <X, Df(M)y - ¥ ST(M)|X|" -
Ky (%)
-3 I'(M)|X|7 = D, F(M) dét X
K_(X)
ce qui entraine
IM)=D,F(M)=S(M).
La condition suffisante est aussi aisée a démontrer.

Pour a € [S(M), I (M)] et a'/ = SYsi(i,j) e K, (X)

riisi Iexpression
sinon

(2.10) f(M+X) - f(M)—-(X,Df(M)y - Y a"|X|7 —adét X

i,j

est toujours non négative quels que soient M et X dans M>*> grace aux
définitions de I (M) et S(M) et a inégalité S(M) < I (M) ; ce qui entraine
avec les résultats de J. Ball [1] la polyconvexité de f.

vol. 22, n° 1, 1988



16 G. AUBERT

§ 3. UN CONTRE-EXEMPLE BIDIMENSIONNEL D’UNE FONCTION 1-RANG CONVEXE
ET NON POLYCONVEXE

Nous savons que toute fonction polyconvexe est 1-rang convexe. Dans ce
paragraphe nous étudions la propriété réciproque.

Dans le cas n = 3 le résultat est faux. Ceci a été démontré par Terpstra
[13] et Serre [14]. Lorsque n = 2 la question était ouverte. Nous proposons
un contre-exemple qui montre que le résultat est encore faux pour
n=2.

Soit

1 1 2
fo(M) = G(Ay, >\2)=§ ()\‘I+)\§)+§)\%)\%—§ WA +MN),

ou \; désignent les valeurs singuliéres de M (i.e. les valeurs propres de la
matrice \/ ‘MM).

Pour des fonctions isotropiques, telles que f, nous disposons d’un
théoréme de caractérisation de la 1-rang convexité sur M, .

THEOREME 3.1 (Knowles-Sternberg [8], Aubert-Tahraoui [9]): La
fonction f(M) = G(\, \,), de classe C?, est 1-rang convexe si et seulement
i

MG -2MG6y
3.2 =0 (A #A
( ) )\% _ )\% ( 1 2)
(33) \/Gn Gzz + GIZ + ﬁ = 0 ()\1 ¢ XZ)
- Gl + Gz
(-4) \/Gll Gy -G+ TI'I)\—Z =
Gl()\’ )\)
(3-5) Gll(}‘:)‘)_Glz()\y)\)+—)\—-20,
out on a noté
3G 3°G
i = A o= (N, Ny) .
G; oN; (A7), Gl] on; 3)\,- A\ N)

LEMME 3.1: f, est I-rang convexe sur M, .
Preuve : 11 suffit de vérifier les inégalités (3.1) a (3.5)

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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POLYCONVEXITE ET 1-RANG CONVEXITE 17

4
G1=§>\i+>\]>\§-2>\§>\2—§>\3
Gz:§x3+x§x2_2x§xl—§x§

Gy=4N+N -4 0= Q2N —2)=0
Gu=4N+N 4NN = (2N-7)P=0
Gp=2NMN—2N 2N =—20\+N\ -\ 1)

il(i—j:;\z—(;z=%(>\§+>\%—>\1?\z)>0
VGGt Gt D2 G Gyt Ay = 0.
1 2
VGG Gt S =[G G+ S 0342 - Hny =0
GH()\,)\)—GIZ()\,)\)+G—l(—1’—)\)=§—)\220.

Pour démontrer que f,, n’est pas polyconvexe sur M, , nous allons utiliser la
caractérisation donnée dans le § 1, a savoir f, polyconvexe si et seulement
si:

3.6) Si(M)=<I,(M) pourtout Mdans M _ .

LEMME 3.2 : f, n’est pas polyconvexe sur M, .

Preuve : 11 suffit de trouver trois matrices M,, X et Y, telles que (3.6) soit
contredit. Soit pour 0 <t < 1/2

t 0 1—1¢ 0 t 0
M, = , X, = , Y, = .
0 (0 2r) 0 < 0 1—2t) 0 < 0 —1 )

Le choix de ces trois matrices est telle que M,, M, + X,,, M, + Y, sont des
éléments de M, :

foMy+Xg) = G(1,1) = _%

fo(My) = fo(My+ Yy) =1"G(2,1) = ¢*
(X0, DF(Mg)y = (1 —1) Gy (6, 28) + (1 = 21) Gy(¢,21) = — 41

(Yo, Df(My)Y =tG,(t,21) —tGy(t,2t) = — 8¢*
et donc

Lise
foMy + Xo) — fo(My) — (Xo, Dfo(My)) _ 6

3.7 dét X, S A-0@-21)

vol. 22, n° 1, 1988



18 G. AUBERT

fo(My + Yy) — fo(M,) — <Xo’ Dfo(Mo)> _
dét Y, -

(3.8 — 812,

On a (3.7) < (3.8) pour ¢ suffisamment petit, ce qui contredit (3.6).

Remarques.

1) J. Ball nous a signalé que Gurvich a obtenu un contre-exemple
similaire au ndtre en remarquant qu’une fonction telle que f, ne pouvait
étre polyconvexe sur M, car G(\, \) = — \*/6.

2) fo peut s’exprimer directement en fonction de M sur M, :
1 4 1 P 2 2 2 2
fo(M) =z |IM]" — 2 (et M)" — Zdét M(||M])".

3) Nous pouvons obtenir un contre-exemple sur M?**? tout entier en
posant

fo(M) si détM=0
4+ o0 sinon.

foot) = {

§ 4. UNE CARACTERISATION DES FONCTIONS 1-RANG CONVEXES, ISOTROPIQUES,
EN DIMENSION 3

Soit f: M, » R 1-rang convexe, isotropique et de classe C?; on se
propose de démontrer un théoré¢me de caractérisation similaire au théo-
réme 3.1 du §3. On suppose donc qu’il existe une fonction G:R> - R
symétrique, telle que

f(M) = G()\li )\2: A3)
ol \; sont les valeurs singuli¢res de M. fest 1-rang convexe si et seulement si

(4.1) 'XD? f(M)X=0 pour toute matrice X € M **3>derang=<1.

La démarche suivie repose sur la formulation de (4.1) en fonction des
\; et des dérivées de G. Les calculs sont longs mais élémentaires puisque
basés sur des dérivations partielles. Nous n’en fournirons pas tous les
détails. Grace a l'isotropie de f il suffit d’évaluer (4.1) au point

N 00
M={0 x 0
0 0 X

M’ AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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LEMME 4.1 :
‘XD’ f(M)X =Y Y A X, Xy
1,7 k1
ou
N, N,

K o_
Ay Z om,, amk,

am,, dmy Cir

oG
(a=5§m,cwaxﬁ(ﬁ

LEMME 4.2 :
%__>=“&mmmemm
,(__) ~(0,0,0,0,1,0,0,0,0)

,<_3> ~ (0,0,0,0,0,0,0,0,1)

m,,

Preuve : Pour toute matrice M = (m,) € M,, de valeurs singulieres
A, on a

N =ym
13 i)
(4.2) Y MN =Y (Adj M)},
1<y
)\1 )\2 )\32 lMl .

En dérivant le systtme (4.2) par rapport a m,, on obtient

an N a
Ao P i M—=m

4 m, 8m,}

M om v

an a, N,
3) AMOZEAD) — (N A = (N =
(4.3) N+ S)amz,+ 2 (A + A7) om,) 3 (A 2) m,
= (cof (M"), (Adj M)')

g 22 2 (Adj M)
A Ny — + 2y — =
2 3amu 1 Jam” 1 2am” } M)y,

vol. 22, n° 1, 1988



20 G. AUBERT

ou

— pour tout M € M>*3 M désigne la matrice (2, 2) déduite de M en y
supprimant la i-ieme ligne et la j-iéme colonne ;

i 4p

a; axp

( ap —ay
—an an

La résolution de (4.3), évalué au point M = Diag (A, \,, ;) donne les

— pour toute matrice (2, 2), A = ( ), cof A désigne la matrice

valeurs des dérivées — (A).
]
Le calcul des dérivées secondes est moms élémentaire. En dérivant (4.3)

8° A,
par rapport a my; on trouve que les ———— sont solutions d’un systéme

Bm” amkl

linéaire de la forme
)\1 X[I;I + )\2 Ykl + )\3 Zkl Akl
(4.9 (PP VD GRS VD P 4 P ¥ zk = B}
MOS A X+ xz(xz +1d) Y"’ +a(+N) ZH =l

N N,
am” amkl ’ b Bm” amkl ’

3\,

L = T A
amU amk[

X =
Les seconds membres dans (4.4) comprennent a priori un nombre important
de termes. En les examinant en détail on peut constater qu’ils se simplifient
trés largement. Grace, en particulier, a des invariances par permutations
d’indices, seuls sont non nuls les seconds membres A,’j’, B,’j’, Ck’ ou les
indices (i, j, k, ) prennent exclusivement les valeurs 1 ou 2, 1 ou 3, 2o0u3l,
avec dans tous les cas i # j et k % /. Nous obtenons ainsi le lemme suivant :

LEMME 4.3 :
2) o, A N
amlzz N amzzl - )\% — )\%
N, AN\ A
oms; B ams3; B N
oW A oW A

—9 2 2 N = .
dmp dmy ;- N dmyy dmy A\
Toutes les autres dérivées sont nulles.
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b) BN -
am, amy AN -\
FYCAE T A,

omE  omd A — A2
N, -\
dmy dmy N2\’

COW A3
amyy 3myy N2 N2

Toutes les autres dérivées sont nulles.

) LDV W -
C = =
L VR 1) VAR W

amy  omh N5 — A}
LW -\

2
~ VI
dmyy dmy N2 N2 dmy dmy 22— A3

Toutes les autres dérivées sont nulles.
Aprés ces deux lemmes techniques nous pouvons expliciter ’expression

de la forme quadratique ‘XD? f(M) X :

(4.5) XD*f(M)X=YG,X;+ Y B,(X,+X;)+2Y G, X, X, +
H <]

<]

+2 Y D, X, X,

i=<j

pour tout X € M>**3, ot on a noté
)\l Gz - )‘] G/ ez . .

= ————— (quantités dites de Baker-Ericksen)
T— A
1 ]
b - N\, G, -\ G,

N2\
! ]

Remarque : (4.5) a été également calculée par J. Ball [16] par une
méthode plus rapide mais moins élémentaire. Lorsque X est une matrice de

rang <1 c’est-a-dire de la forme a ® b, a et b € R, alors

‘XD® f(M)X =0

vol 22, n" 1, 1988
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est équivalent a

(4.6) Za b2 G,,+ZB,](a bl+ajb)+2 Y K, a,b,a b =0

1<) t<]
pour tout a et b € R3, ou
K, = G, + D,

Toutes les informations sur la 1-rang convexité sont contenues dans (4.6).
11 reste a les expliciter.

Comme conditions nécessaires nous retrouvons, bien siir, les inégalités de
la dimension 2, c’est-a-dire Vi et j

4.7) G,=0
(4.8) B,=0
G, -G
4. G, L _1=0
(4.9) JG.G,+G, + N
—_ G, +G
(4.10) JVG.G, -G, + m_f =

Ty
En posant X, = a, b,, et en prenant le minimum en b,, (4.6), grace a (4.8),
est équivalent a

(4.11) ZG,,X2+2 YK, XX +2Y B|X X|=0, VX, eR’.

1<} 1<}

En envisageant dans tous les cas (X, =0, X, =<0, ...) on montre que
(4.11) est la réunion de quatre inégalités

(4.12) Za”X2+22a”XX,20 VX, =0 1=1,2,3,4,

1<y

ou
(4.13) al =G, V1=1,2,3,4.
G -G
1 _ -1 2
ap = NoX, +Gp
(4.14) =% 6
A — A3
G,- G
1 2 3
=——"+G
axy N = +0xn
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G, -G
2 1 2
a,=————+G
12 )\1_)\2+ 12
G, + G;
4.15 a=——"-G
( ) BTN TN 13
az_G2+G3_
S VW 23
3_61+G2_
12 VW 12
Gy - G;
4. r=—— 4G
(4.16) a3 N — A 13
a3—GZ+G3—
. G1+G,
ayy = —— —
VW 12
G, + G;
4.17 ay=———-G
(4.17) B= N+ 13
G,-G
> 2 3+G23

ayy = ———
S VW

(4.12) se traduit par des inégalités entre les coefficients a,']. Nous donnons

dans le théoréme suivant un résultat général sur les formes quadratiques
non négatives sur R> .

Soit a= (a,,) une matrice (3, 3) symétrique et a (x, x) la forme quadrati-
que associée, on note

A,; = (Adj a), (le cofacteur d’ordre (i, j))
Amm = Min (A11’ A22’ A23) .

- VAA, —A, si A,etA, >0 (i<]))
v 0 sinon

(4.18) Fyay = Max (Fop, Fi3, Fy3) .

THEOREME 4.1 :a (X, X)=0,VX e Ri si et seulement st

(4.19) a,=0
(4.20) Vasa,+a,=0 (i<j)
(4.21) Fray=0.

mayx
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Preuve : 1) Preuve de la condition suffisante

a(X,X)=Ya, X/ +2Y a,X,X,.

1<j

1 cas: Ap,=<0. Il existe alors i, tel que A, , <0, par exemple

toto
ip =1, c’est-a-dire

Ay = (apagp —aj) = (\/E@ - “23)(\/;2?‘1—3; +ay)<0.
Avec (4.20), A;; =<0 est équivalent a
(4.22) ay —Janan=0.
Or a (X, X) peut s’écrire

a(X, X) = (\/‘122 X+ \/a33 X3 - \/an X1)2 +2 X, Xs(ay — \/azz a33)
+2 X, X5(ap, + \/au ap) +2X; X3(az + \/“11 as;)

et donc avec (4.20) et (4.22)
a(X,X)=0 VX, =0.

2°cas : A, >0, alors A,, =0, Vi. On écrit la décomposition de Jacobi de
a(X, X)

(423) a(X,X) == (an X +ap X, + ap ;) +
1

ay (X2A33 1‘123X3>2 la| 2
4+ — _——— +———X3.
Az Az

an an
Dans ce cas
F nax = Max (\/M-Aw \/ZIIA—%_AB’ \/m—Ay)-
Supposons par exemple avec (4.21) que
Frax = \/1_422—1‘1;—142330;
grace a lidentité
(4.24) anlal = (/An Ass + An) ([ Ap Asy — Ax) ,

on a:
ou bien \/Ay; As; + Ay = 0. Dans ce cas |a] =0 eta (X, X)= 0 comme

somme de termes non négatifs,
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ou bien /Ay Ay + Ay <0, ce qui entraine

A23<0
la] <0

a(X, X) peut alors s’écrire

1
a(X, X) = o (ay Xy + ap X, + ay; X3)
1

+011 (X2A33 1‘123)(3+ |a|X>
— -— - — X3
an an an

Xya; ApkX; —
_ - la] X;) .
an aq an

La premiére parenthése est non négative (car Ay < 0). La 2° parenthese
sera non négative si
A
23 — |a
— 4 __l_l =0
ay an

— |a| A223
—_ e

i.e. si (4.25):
an

Or, grice a (4.24)

2
an

A% = Ay Ay —ay|al
Ap An

an
a(X, X)=0 comme somme de termes non négatifs.
Dans tous les cas

et (4.25) est équivalent a 0= , ce qui est bien vérifié et

a(X,X)=0, VX;=0.
IT) Preuve de la condition nécessaire. On suppose

aX,X)=Ya; X}+2 Y a; X, X;=0, VX;=0.

i<j
La preuve de (4.19) est évidente. Pour (4.20), montrons par exemple
\/a—ua—zz +ap=0.
On fait X; = 0 dans a (X, X).
aX, X)=ay X?+a,X}+2a,X, X,=0, VX,,X,=0
= (\/“_nX1 - \/ﬁ)erZXle(alz* \/E)-
vol. 22, n° 1, 1988
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a
En prenant X, = \/ = X, on obtient
an

ap + \/au ay=0.
Montrons (4.21).

1°" cas : A, <O, alors 3i, tel que A, , < 0= 3j, tel que

foto
F, ,, =0 (cf. ladéfinition des F )

toJo
= F 0.

=
max =

2% cas: A, = 0. Dans ce cas
Fax = Max (\/m—Alz: \/E_AB: \/A_zzA—ss—Azs)

ou bien 3 (i, jo) tel que A, , =<0, ce qui entraine
F

maxZO’

ou bien Vi <j, A, = 0 et en particulier A,; > 0.
Dans (4.23) on fait X, = A—23X3 >0, il vient
33

A 2
a(X, X) =ay (X1 ——13-X3> +%“ng;0.

Az 3
On fait
X, = ﬂ X;=0
Ass
alors
|a] =0.
Or

aylal = (\/Azz Az + Azs)(\/Azz Ay —Apy)=0.

\/ Ay Az + Ay = 0 entraine

Fp=+/AnApn—Ap=0
d’ou

F . =0.

max

Griace au théoréme 4.1, nous pouvons conclure en explicitant les inégali-
tés qui caractérisent la 1-rang convexité.
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THEOREME 4 2 Sout f de classe C?, isotropique, alors fest 1-rang convexe
si et seulement si

G,=0
B,=0 (+#7)
1_Gl
JG.G,+G, + = =0
G, +G,
JG. G, -G, =0 @#D)

Frlnax;07 l=1’2a3,4,

ou F ,’,,ax est le réel defim1 par (4 18) associé aux differents coefficients
a,, décnits dans (4 14)-(4 17)

Nous remercions J M Ball pour ses diverses remarques sur la premiere
version de ce travail
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