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m MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol. 22, n° 2, 1988, p. 251 a 288)

MISE A JOUR DE LA METRIQUE
DANS LES METHODES DE QUASI-NEWTON
REDUITES EN OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES D’EGALITE (*)

par Jean Charles GILBERT (%)

Commumqué par P.-G. CIARLET

Résumé. — En opninusation dans R", en présence de m contraintes d’égalité non hinéares, on
s'intéresse aux méthodes de quasi-Newton réduites pour lesquelles on étudie la ruse a jour de la
métnique On se trouve devant alternative suivante. Soit les contraintes sont hinéarisées deux fois
par wération et la convergence superlinéawre peut s’obterur par la techmuque de Broyden, Denmnis et
Moré, sou les contraintes ne sont linéarisées qu’une fois par wtération et I'introduction d’un critére
de nuse a jour s’avére nécessaire a l'obtention de la convergence superlinéaire.

Abstract. — In optiruzation in R" with m nonlinear equality constraints, we are concerned
with reduced quasi-Newton methods for which we analyse the update of the matrix. The
following alternative occurs Euther the constrants are linearized twice per iteration and the
superlinear convergence can be obtained by Broyden, Denrmis and Moré’s techmque, or the
constrawnts are linearized only once per wteration and an update criterion has to be introduced in
order to obtain the superlinear convergence

1. INTRODUCTION

Les méthodes de quasi-Newton pour résoudre une équation non linéaire
sur R", soit F(x) = 0, sont des méthodes qui générent deux suites : une
suite (x;) d’approximations d’une solution x, et une suite (J,) de matrices
d’ordre n, non singuli¢res qui approximent VF (x, ), la jacobienne de F en
x,. Partant d’un point x; de R” et d’une matrice d’ordre » non singuliére
Jy, les deux suites sont obtenues par les récurrences suivantes :

(1.1) X1 =X =T TF ()
(1.2) Jes1 = Uk Yes 04)

(*) Regu en octobre 1985, révisé en novembre 1987.

(!) INRIA, Domaine de Voluceau, BP 105, Rocquencourt, 78153 Le Chesnay Cedex,
France.
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252 J. C. GILBERT

ou,
(1.3) Vi = F(xp 1) — F (%) s
(14) O ==Xp 1 — Xg

et U est une formule de mise & jour de J, telle que J, ,, donnée par (1.2)
satisfasse 1’équation de quasi-Newton suivante :

(1‘5) 'Yk:Jk+10'k.

Cette relation étant vérifiée au premier ordre en o avec J;, ; = VF (x), on
peut espérer que J, , ; vérifiant (1.5) sera une meilleure approximation de
VF (x,) que ne l’est J;. La relation (1.1) montre que J; joue le role de la
jacobienne VF (x;) dans la méthode de Newton, d’ou le nom de méthode de
quasi-Newton. La relation (1.5) montre que J,,; est le « quotient » de
Y« par o,. Sur ces méthodes, on pourra consulter I’excellent article de revue
de Dennis et Moré (1977).

Un avantage important des méthodes de quasi-Newton est de ne pas
nécessiter le calcul des dérivées de F alors que I'on peut obtenir la
convergence superiinéaire de ia suite (x), c'est-a-dire :

”xk+l — X ”

1.6
(1.9 e =]

-0.

On s’intéressera dans ce travail a la résolution numérique du probléme
d’optimisation avec contraintes d’égalité qui s’écrit :

1.7) min {f(x):c(x) =0},

ou fet ¢ sont définies sur [R" a valeurs dans R et R™ respectivement. On
suppose m < n. Si x, est une solution locale de (1.7) et que la matrice
jacobienne A, := Vc(x, ), de dimension m x n, est surjective, il existe un
unique multiplicateur de Lagrange A, dans R™ tel que les conditions
nécessaires d’optimalité du premier ordre suivantes soient satisfaites :

C(x*)zo?

(1-8) Vfx,)+AIN =0.

On a désigné par Vf(x, ), n x 1, le vecteur des dérivées partielles de fen
x, et par AT la matrice transposée de A,. La seconde équation de (1.8)
exprime la nullité de la dérivée premiére par rapport a x du lagrangien

1.9) Cx,N)=f(x)+c(x)" .

De nombreuses méthodes de résolution du probieme (1.7) se raménent a
la recherche de points stationnaires de f sur la variété M, :=c~*(0) via la
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résolution du systeme (1.8). Par exemple, la programmation quadratique
successive (PQS) consiste a résoudre le systeéme (1.8) par des itérations de
Newton (Wilson (1963)) ou de quasi-Newton (Han (1976)). Notons que
dans cette derniere méthode, il y a mise a jour d’une matrice d’ordre n et
non pas d’ordre n + m comme pourrait le laisser penser la taille du systeme
(1.8). En effet, la jacobienne du systeme d’optimalité (1.8) en (x, N\) s’écrit :

0
(1.10) TG, N) = [zszTK) 14(X)T]

ol A(x):=Vc(x) et L(x,\):=VZE(x,\) est le hessien par rapport a x du
lagrangien (1.9). Dans la PQS, seule une approximation L, de L (x;, A;) est
mise a jour tandis que A(x;) est calculé. La méthode se présente sous la
forme d’une succession de résolutions de problémes quadratiques sous
contraintes linéaires (d’ott son nom). Etant donné x,, on obtient x; ,; en
résolvant le probléme

min {f'(xk)- (x —x;) + % (x —x )T Li(x — xp) :
(1.11)
c(xg) + ¢ (x). (x —x) = 0},

dont la solution s’écrit x;,; = x; + df® avec (cf. Gabay (1982b)) :

BB = — A(x) c(xp)
—Z) Zx) TL Z(x) )
x [g(x) = Z(x) T Ly A(xy)™ (1))

ou A(x;)” est un inverse a droite quelconque de A (x;) et Z(x;)~ est une
base quelconque de N (A (x;)), le noyau de A (x;), c’est-a-dire une matrice
de dimension n x (n — m) dont les colonnes engendrent N (A(x;)). On a
noté g (x) le gradient réduit de fen x sur la variété M (x) = ¢~ !(c(x)) qui est
défini par

(1.13) gx)=Zx) TVf(x).

Un autre point de vue est adopté par Gilbert (1986ab). Il consiste a
mettre a profit la structure particuliere de couplage d’équations que
présente le systtme (1.8) et d’utiliser une méthode de résolution par

« découplage ». L’algorithme se présente comme suit :

(1.14) Y= X, — Ree(xe)
(1.15) Xep1=Ye—Z)” GilgO) »
(1.16) Meri= —AG) TV )

+ A TLeZ)” Gelgn) -

vol. 22, n® 2, 1988



254 J. C. GILBERT

Dans (1.14), R, est un opérateur de dimension n x m, asymptotiquement
proche d’un inverse a droite quelconque A_ de A,. En pratique,
R, sera pris égal & A(x,)” ou A(y,_,)” selon que les contraintes sont
linéarisées en x; ou pas. On passe donc de x; & y, par un pas de restauration
des contraintes qui tend a rendre y, plus proche de M. que ne lest
x,. Les contraintes sont toujours linéarisées en y;.

Dans (1.15), Z(y,)~ est une base (une matrice injective de dimension
n x (n —m)) de 'espace tangent a la variété M(y,) en y, et G, est une
matrice d’ordre n —m non singuliere donnant une approximation de
G,, le hessien « projeté » du lagrangien dans le plan tangent N(A,) a
M, en x,. En notant L, = L(x,, \,) et en prenant une base quelconque
Z; de N(A,), le hessien projeté s’écrit :

(1.17) G,=2TL, Z7 .

Les métriques réduites G, seront générées par une méthode de quasi-
Newton les maintenant symétriques définies positives. Le déplacement
tangent t,:=x, ., — v, qui conduit de y, & x, ., par (1.15) est un pas de
minimisation du critere f. En effet, f'(y ).ty = —g)T Gilg(y) est
négatif si G, est définie positive. Ce déplacement ¢, peut étre obtenu en
minimisant une approximation quadratique en y, du lagrangien (1.9) dans le
plan tangent a M(y,) en y,. Si on note t; = Z(y,)~ hy, h; est solution de

min g (v,)" h +%hTGkh.

Dans (1.16), L; est une matrice d’ordre n approximant L..

L aigorithme local (1.14)-(1.15) est une méthode de quasi-Newion réduite
parce que la matrice & mettre a jour, Gy, est d’ordre n — m alors qu’elle est
d’ordre n dans les méthodes de quasi-Newton. Il est en effet remarquable
que le calcul de la suite (x;) ne demande pas le calcul de A, . ; par (1.16) ont
lapproximation L, du hessien complet intervient.

L’algorithme (1.14)-(1.15) a également été considéré par Coleman et
Conn (1982ab) ou la convergence de la suite (y;) est étudiée. Contrairement
a la suite (x;), la suite (y,) ne converge en général pas superlinéairement
mais « seulement » superlinéairement en deux pas, c’est-a-dire :

“yk+1 — X, "

0.
lyi-1—x.|

Ce taux de convergence est moins bon que (1.6) et on ne peut pas obtenir
mieux en général. Des contre-exemples ont en effet été donnés par Byrd
(1985).

Un autre algorithme a métrique réduite a été étudié par divers auteurs
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(cf. Powell (1978), Gabay (1982b) et Nocedal, Overton (1985)). Il s’obtient
en négligeant dans le déplacement (1.12) de la PQS la partie du déplacement
tangent qui fait intervenir I'approximation L, du hessien complet du
lagrangien. Il s’écrit :

(1.18) X1 =X —AX) () — Z(x)” Gelg(xy),

ol A(x;)” est un inverse a droite quelconque de A (x,) (mise a part une
hypothése de régularité par rapport a x;) et Z(x;)  est une base quelconque
de N (A(x;)) (méme restriction sur la régularité). La différence entre les
algorithmes (1.14)-(1.15) et (1.18) se situe dans le pas de minimisation du
critere qui dans le premier est tangent a la variété M (y,) tandis que dans le
second il est tangent a la variété M (x; ). Théoriquement, I’algorithme (1.18)
est moins bon que l'algorithme (1.14)-(1.15) puisque la suite (x;) générée
par (1.8) ne peut en général converger « que » superlinéairement en deux
pas (cf. Gabay (1982b)). Des contre-exemples ont également été donnés par
Byrd (1985) et Yuan (1985).

L’objet de ce travail est d’étudier la mise a jour de la matrice
Gy au cours des itérations dans 1’algorithme (1.14)-(1.15). On utilisera la
formule de BFGS. Deux variantes seront étudiées simultanément. Dans
Valgorithme QNRI, les contraintes sont linéarisées deux fois par itération
aux points x; et y,. L’opérateur de restauration R, en (1.14) est pris égal a
A(x;)". Cest le cas le plus simple. La matrice est mise a jour a chaque
itération et des conditions de convergence superlinéaire peuvent étre
obtenues en utilisant la technique de Broyden, Dennis et Moré (1973). Cet
algorithme est dans son principe identique a celui de Coleman et Conn
(1984). Toutefois, notre schéma de mise a jour est plus simple et nous
montrons la convergence superlinéaire (en un pas) de la suite (x;) alors que
leur étude portait sur la suite (y;) qui, répétons-le, ne converge en général
pas superlinéairement (en un pas).

Dans l'algorithme QNR2, les contraintes ne sont plus linéarisées qu’au
point y,, ce qui peut représenter une diminution de colit appréciable pour
certaines applications. L’opérateur R, en (1.14) est alors A(y,_;)” . Dans
cette méthode, la matrice G, n’est en général pas mise a jour a chaque
itération et un critére décidant de I'opportunité de la mise a jour doit étre
introduit. Un choix judicieux de ce critére permet d’obtenir la convergence
superlinéaire de la suite (x;). L’idée d’utiliser un critére de mise a jour a
également été utilisée par Nocedal et Overton (1985) pour I’étude de
’algorithme (1.18).

Cet article constitue une version révisée de la section 6 du rapport INRIA
RR-482 dont la premiére partie révisée se trouve dans Gilbert (1986b). Une
variante de I'algorithme étudi€ ici qui utilise un pas de restauration des
contraintes supplémentaire est donnée dans Gilbert (1986¢).

vol. 22, n° 2, 1988



256 J. C. GILBERT

2. HYPOTHESES ET NOTATIONS

On supposera que les fonctions f et ¢ sont de classe Cj; avec
v =3, c’est-a-dire que f et ¢ sont supposées étre v fois continliment
différentiables sur R" et avoir des dérivées partielles d’ordre k, 1=
k = v, bornées sur R"”. On supposera également que ¢ est une submersion
sur R”, c’est-a-dire que A, := Vc(x) est surjective quel que soit x dans
R". La surjectivité de A, := Vc(x, ) est une hypothése courgmment faite :
elle implique la surjectivité de A, dans un voisinage de x,. Supposer que ¢
soit une submersion sur R" est une hypothése assez restrictive. On sait alors
qu’il existe un unique multiplicateur de Lagrange \, tel que le systeme
d’optimalité (1.8) soit vérifié (cf. par exemple Fletcher (1981)). On
supposera €galement que la condition suffisante d’optimalité du second
ordre est satisfaite, a savoir que L, est définie positive dans 1’espace tangent
N (A.) ce qui revient a supposer la définie positivité de G, = Z; T L, Z_ ou
Z; est une base quelconque de N (A4, ).

La matrice surjective A, étant donnée, on peut choisir arbitrairement un
inverse a droite A; de A, et une base Z; de N (A, ). Ces choix étant faits, il
est ais€¢ de montrer I’existence d’une unique matrice surjective Z, de
dimension (n — m) x n telle que

(2.1) Z,A; =0,
(2.2) Z,Z; =1

n—m"*
Alors [A; Z; ] est I'inverse de [AfZT]” et on a la relation fort utile

(2.3) 1=A; A, +2] Z,.

Si l'opérateur A, est parfaitement défini, borné et de classe Cy~!sur
R”, il n’en va pas nécessairement de méme pour linverse a droite
A7 de A, et pour la base Z; de N (A,) pour lesquels un choix est a faire. On
fera une hypothése de régularité par rapport a x pour ces choix, a savoir, on

supposera que l’application

(2.4) x — (A;, Z; ) est bornée et de classe C ;! sur R".

Cette hypothese est satisfaite pour A si on choisit
Ay =Al(A AN,

mais d’autres choix sont possibles (cf. Gabay (1982a)). En ce qui concerne
Z;, la question est plus délicate bien que I’hypothése précédente puisse
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toujours étre satisfaite localement par projection sur N (A,) d’une base
Z; de N(A,) (cf. Byrd et Schnabel (1986)).

On désignera par la norme /, de R” ou R™. Les normes matricielles
seront supposées subordonnées aux normes vectorielles :

Al =sup {||Av]: o =1} .

Si (v;) est une suite d’un espace normé (E, Yet (o) et (By) sont deux
suites de nombres réels positifs, on dira que (v,) est un grand O de
(o) (on notera v, = O(ay)) sila suite (||v,|| /oy ) est bornée et on dira que
(vi) est un petit o de (o) (on notera v, = o(ay)) si la suite (||v] /o)
converge vers z€ro. On dira que (o) et (B;) sont équivalentes (on notera
o, ~ By si ap = O(By) et Br = O(oy). On notera v’ la i-itme composante
d’un vecteur v de E (de dimension finie). On notera également (u,v) =
uTv si u et v sont deux vecteurs de E. Pour r réel positif et v dans E, on
notera B(v,r) la boule de centre v et de rayon r. On notera L(E)
I’ensemble des opérateurs linéaires sur E.

3. UNE METHODE DE QUASI-NEWTON REDUITE
3.1. Obtention de la méthode locale

L’algorithme (1.14)-(1.15) peut s’obtenir de la fagon suivante (cf. Gilbert
(1986b)). On construit d’abord un algorithme « idéal » dans le sens ou on
suppose connue ’évaluation au point cherché x, des opérateurs intervenant
dans la méthode. On obtient alors aisément des conditions sur ces
opérateurs pour que localement, 1’algorithme converge quadratiquement.
On remplace ensuite ces opérateurs par leur évaluation en certains points ou
par leur approximation quasi-Newtonienne.

Ces opérateurs sont construits d’une part a partir d’'un inverse a droite
quelconque de la jacobienne X, := [A, 0] de la premiére équation du
systtme d’optimalité (1.8) en x,, a savoir :

ou A, est un inverse a droite quelconque de A, = Vc(x, ), de dimension
n x m, et U, est une matrice d’ordre m quelconque. D’autre part, on choisit
une base quelconque de N (X, ) dans R"*"™ dont les vecteurs forment les n
colonnes d’une matrice injective W, . Alors nécessairement cette matrice a

la forme suivante :
Z: 0
W, = * R, ,
s
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258 J. C. GILBERT

ou Z est une matrice de dimension # X (n — m) dont les colonnes forment
une base quelconque de N(A,) et R, est une matrice d’ordre » non
singuliere quelconque. Enfin, on construit 'inverse a droite particulier
Y, de la jacobienne Y, = [L, AT] de la seconde équation du systéme
d’optimalité (1.8) en x, qui vérifie X, Y, = 0. Cette condition détermine
Y, qui s’écrit Y7 = W. (Y, W) ! ou encore

Y, =

AT -L,z; G;'zZ[ )

Z; G 'z T }

L’algorithme « idéal » est le suivant :

G ] =[] - 2 e,
¢2) ] = ] - v 00 + 4007 w).

Partant du point courant x; et du multiplicateur courant A, I’étape (3.1)
consiste a faire un pas de résolution de la premiére équation de (1.8) en
utilisant un inverse a droite quelconque de sa jacobienne au point optimal.
Ceci conduit au nouveau point y, et au nouveau multiplicateur w,. L’étape
(3.2) consiste a faire un pas de résolution de la seconde équation de (1.8) en
utilisant I’inverse & droite particulier de sa jacobienne au point optimal qui
rend ce déplacement tangent a la variété définie par la premi€re équation de
(1.8) : c’est la condition X, Y, = 0. Celle-ci suffit & rendre 1’algorithme
(3.1)-(3.2) localement (c'est-a-dire en supposant (x;,\;) proche de
(x.,\,)) quadratiquement convergent.
Finalement, si dans (3.1), on remplace X, par

Ry
Uk
ou R, est un opérateur de restauration des contraintes qui approxime

A, et U, est une matrice d’ordre m quelconque et si dans (3.2), on remplace
Y, par

ZOw) G'ZG) T
A T U -LeZOw) Gtz D’
on obtient Jalgorithme (1.14)-(1.16). On constate en effet que,

A(yy) Z(y,)” étant nul (Z(y,)~ est une base de N (A (y;))), m, nintervient
pas dans I’algorithme.
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3.2. L’algorithme modéele

L’algorithme (1.14)-(1.15) peut étre globalisé par la méthode utilisée par
Han (1977) pour la PQS et il est alors plus naturel de considérer la suite
(7¢). On introduit la fonctionnelle pénalisée exacte :

(3.3) 0,(y)=fO) +pllcO,

ou p est le paramétre de pénalisation et |.|, est la norme [/, de
R™. D’autres normes peuvent étre utilisées et nous renvoyons a Bonnans et
Gabay (1984) pour un cadre général. Si p est pris supérieur a ||\, || (ou
.|, est la norme duale de |.|,), x, est un minimum local de
B, : on dit que la pénalisation est exacte. Il est alors licite de chercher
x, en minimisant 6,. Cette fonction n’est pas différentiable, mais on utilise
les déplacements calculés par la méthode locale (1.14)-(1.15) pour obtenir
un arc de descente de 6, en y;. On définit les déplacements

(3.4) re= — Riee(xe),

(3.5) thi= —Z() GilgOn),
(36) dk:= rk+tk,

(3.7) ek:=tk+rk+1,

ainsi qu’un arc issu de y, tangent a ¢, que 'on paramétrise par p :
(3.8) Yi(P) =y +pty+p°r,1, avec a=1.

On prend y; , ; = yi(py) avec p, déterminé par une régle du type Armijo
(1966) : étant donnés o dans ]0,1/2[ et B dans J0,1[, on choisit
p, de la forme

(3.9) o= B,

ou f, est le plus petit entier naturel tel que

(3.10) 8,7 (B%)) < 8,(n) + B™ af 00 -
—B%ap — NG| o], -

Dans cette inégalité A\ (y,) est défini comme suit :

(3.11) ANy)= —AO) TVFO).

C’est donc une estimation du multiplicateur A\, ; donné par (1.16) lorsque
I’on néglige le dernier terme qui converge vers 0 et qui a I’inconvénient de
faire intervenir 'approximation L, du hessien complet du lagrangien.
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260 J. C. GILBERT

On montre (cf Gilbert (1986b), lemme 6.1) que lorsque
0 <kl =Gg'=h ! (cCest-a-dire G ! définie positive et bornée ainsi que
Gy et p+ [Nl » =P =1/p (h et psont des constantes positives), I'arc
Y(p) est de descente pour 6, en y, et la régle (3.9)-(3.10) permet
effectivement de déterminer un pas p; positif. La borne inférieure pour p
n’est pas connue a priori. Il est alors parfois nécessaire d’adapter p au cours
des itérations afin que I'arc y,(p) soit de descente pour 6,. On note alors
Py le parametre de pénalisation a I'itération k. Si p; varie, on ne minimise
plus la méme fonctionnelle 6, a chaque itération. Néanmoins, on obtient un

P
théoréme de convergence globale si le choix de p, satisfait aux conditions

suivantes :

(3.12) Pr = ||)\(yk)||m +p pourtoutk,

il existe un indice K tel que k = K
(3.13) etp,_1 = NG|, + pimplique py = py_s

(py) est bornée si et seulement si p;
est modifi€ un nombre fini de fois .

~~
[%D)
;_.\
'S
N

Ces conditions sont satisfaites par exemple lorsque I'on prend la régle de
Mayne et Polak (1982): si py_1 = |N(yi)| + P alors py:=p;_,, sinon
Pr=max (1 +3)pr_y, [A(e)|  +p), p et 3 étant des réels positifs

donnés au départ.
On peut a présent définir I’algorithme modele global.

Algorithme QNR
1. Se donner a dans ]0, 1/2[, B dans ]0,1[, a dans ]1, + o[ et & dans
10, + o|.
2. Choisir un point y, dans R" et une matrice G, d’ordre n — m symétrique
définie positive.
3. Initialiser £ a 0.
4. Répéter :
4. 1. Linéariser les contraintes en y;.
Choisir un inverse a droite A(y,)~ de Vc(y,) et une base
Z(y,)~ de N (Vc(yy)) tel que l'on ait (2.4).
4. 2. Caleuler MN(y) = — AT V(i) et g0) = Z (i)™ " VI (e)-
. 8i k=1 alors Calculer G, par mise a jour de G, _;.
4. 5. (* phase de minimisation *)
Caleuler ;== — Z(y;)” G ' g(ve) €t Xpep1 5= Vi + Iy
4. 8. Evaluer Ry, et c(x;, ).

P
w
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4. 9. (* phase de restauration *)
Calculer rg = — Ry, 1 c(xp41)
4.10. (* test d’arrét *)
Si g + [lcGs1)|l, == alors Arréter.

4.11. Adapter p; selon les reégles (3.12)-(3.14).

4.12. Déterminer un pas p; sur ’arc (3.8) en utilisant la regle (3.9)-(3.10)
et la fonctionnelle (3.3) (avec p = py).

4.13. Prendre y; . ;= yi(py)-

414, k=k+1.

Les étapes 4.4, 4.6 et 4.7 seront introduites plus loin tandis que les étapes
4.3 et 4.8 seront précisées plus loin.

L’analyse faite ci-aprés suppose implicitement que I’algorithme ne
s’arréte pas aprés un nombre fini d’itérations, c’est-a-dire que y, et
x; sont supposés différer de x» pour tout indice k.

3.3. Rappel des résultats

On rappelle ici quelques résultats obtenus dans Gilbert (1986ab).

Sous les hypotheéses de la Section 2, I'algorithme QNR est linéairement
convergent dans un cadre local ((y,, G,) proche de (x, , G, ) et p, = 1 pour
tout k) si G, reste proche de G,, ce qui est une condition assez restrictive.
Ce résultat peut se déduire du lemme suivant qui est extrait de la preuve du
théoréme 4.2 dans Gilbert (1986b).

LEMME 3.1: Soit « un réel dans 10,1[. Il existe deux réels positifs
€, et &, ne dépendant que de k et de f et ¢ dans un voisinage de
x, tels que si

IYe-1—x || S &1,
(3.15) Ixe —x, | = ey,
“Gk"G* ” §82,

alors,
ko1 —xa || = wflxg —x, ||

En fait la preuve a été donnée pour R, = A(y,_;)” mais elle se
généralise aisément au cas ot R, = A (x;)”, auquel cas (3.15) est superflu.

Lorsque (y,) converge vers x,, que p, vaut 1 et que (G,) et
(Gi¢!) sont bornées, on a les équivalences suivantes :

(3.16) aell ~ llxe—x. 1>
(3.17) lewll ~ lye —x. 1l
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On montre également une propriété de convergence globale, a savoir que
la suite (y,) générée par I'algorithme QNR vérifie

gl + llcG)] -0,

des que les suites (py), (Gy) et (Gi') sont bornées. Il serait agréable de
pouvoir se passer de ces conditions comme dans le cadre convexe sans
contrainte (cf. Powell (1976)).

Lorsque (y,) converge vers x, et que p, vaut 1 pour tout &, la convergence
superlinéaire de (x,) dépend de la qualité de I’approximation du hessien
réduit du lagrangien G, par G,. On montre que ce taux de convergence est
obtenu si et seulement si

(3.18) (Ge=G)Z) tk=o(||xc—x. ).

Cette condition est a rapprocher de la condition nécessaire et suffisante de
convergence superlinéaire de Dennis et Moré (1974) pour les méthodes de
quasi-Newton sans contrainte. On voit donc que la convergence superli-
néaire de (x,) dépend de (3.i8) mais égaiement de i'admissibiiit€ du pas
unité aprés un nombre fini d’itérations.

La question de I’admissibilité du pas unité est traitée dans le théoréme qui
suit et que nous utiliserons plus loin. Soit i une sous-suite d’indices. On lui
associe ’'une des propriétés suivantes :

(3.19) |Gy— G,.|| =M pourkdanslK,

(3.20) (Gy—=G,)Z, ty=0(|tx]|]) pourkdansl,
(3.21) ty =O(||re1ll) pour kdanslK,

(3.22) pr<1 et ty=o0(||rg]]) pour kdans K.

On a alors le résultat suivant :

THEOREME 3.2 : Soient (x.), (v,) et (G,) les suites générées par
Ialgorithme QNR. Supposons que (y,) converge vers x, et qu’il existe un réel
positif h tel que hI = Gy ' = h~' I pour tout indice k. Soit K une sous-suite
d’indices. Alors :

(i) il existe une constante positive M ne dépendant que de c, o et
h telle que si la majoration (3.19) est vérifiée avec M = M alors p, = 1 pour
k € K aprés un nombre fini d’itérations,

(ii) si l'une des estimations (3.20) ou (3.21) est vérifiée alors p;, = 1 pour
k € K aprés un nombre fini d’itérations,

(iii) si la condition (3.22) est vérifiée alors ry .| = o(||ri| ||t]]) pour
kelk.
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L’admissibilité asymptotique du pas unité dépend donc soit de ’approxi-
mation de G, par G, via les conditions (3.19) ou (3.20), soit de I'importance
relative du pas de minimisation ¢, et du pas de restauration r, ., via la
condition (3.21).

La propriété (3.19) est tres forte lorsque M est petit et est sans doute
rarement satisfaite avec les méthodes de quasi-Newton (cf. Ge, Poweli
(1983)). Par contre, la propriété (3.20) sera en général vérifiée dans les
algorithmes proposés. Remarquons que cette propriété d’approximation est
plus forte que la propriété (3.18) (pour k dans K). En effet, lorsque
(Gi ') est bornée, on montre facilement que ¢, = O (||y, — x, || ) et lorsque
pr=1 pour tout k, on a y,—x, =O(||x,—x,||). Dans ce cas,
ty = O(]|xx — x, || ) et (3.20) implique (3.18) (pour k dans [K). Lorsque la
propriété (3.20) n’est pas satisfaite, on montrera que (3.21) ou (3.22) doit
avoirs lieu. Avec (3.21), on a également un pas unité asymptotiquement
tandis que le résultat obtenu en (iii) permettra de montrer qu’il n’y a pas de
sous-suites vérifiant (3.22).

Comme le montre les conditions (3.18) et (3.20), avoir G, proche de
G, est important a deux titres. D’abord pour avoir la convergence
superlinéaire (par (3.18)) ; mais pour cela il est nécessaire que p, soit égal a
1, ce qui est réalisable (par (3.20)) lorsque G, est proche de G,. On voit
donc qu’il est important de mettre G, a jour méme lorsque le pas
p, differe de 1 et par conséquent d’étudier cette mise a jour dans un cadre
global (p, # 1) pour voir si la condition (3.20) peut étre satisfaite. C’est ce
que nous allons faire.

4. LA FORMULE DE BFGS

On utilisera pour la mise & jour de (G,) une technique de quasi-Newton
du type (1.2)-(1.4), en utilisant la formule de BFGS (cf. Broyden (1969),
Fletcher (1970), Goldfarb (1970) et Shanno (1970)), c’est-a-dire avec
Gy . donnée par la formule :

Gk Ty 0']]; Gk Yk 'YZ
(06, Grow) (Vi 04)

“4.1) Girv1 =G -

ol o, et vy, sont deux vecteurs de R” ~™. On notera schématiquement cette
formule par G, ,; = BFGS (G, v,, o). Celle-ci est bien définie dés que
(V> 04) et (o}, G o) sont non nuls. De plus, si G, est symétrique définie
positive, G ., est définie positive si et seulement si (cf. Dennis, Moré
1977))

(42) ('Yk, U'k) =0.
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Comme on désire garder la définie positivité de G, (cf. Section 3.3), la
métrique ne sera pas mise a jour si la condition (4.2) n’est pas satisfaite.
Lorsque (4.2) est vérifiée, on peut également générer les matrices inverses
H, = Gi' par

T T - T

oY Y O 0, T

(43)  Hy,, = |I-—— g |r-* | x7*
(Vx> 01) (Ve %) (Ye> O%)

formule que l'on note H,,; = BFGS (Hy, v, o). Dans (4.1)-(4.3), le
choix des vecteurs vy, et o, de R" ™™ dépendra de I’algorithme considéré.

On désignera par ||. ||, la norme matricielle de Frobenius qui est définie
par

12
1Hlp = G TE)R = (S HE)
5]
Si M est une matrice carrée non singuliére, on définit la norme matricielle
Il-ar » Par
4.9 Ny, p = IMHM |

Le lemme suivant se déduit du lemme 5.2 de Broyden, Dennis et Moré
(1973) en prenant B = 1/3 et en utilisant I'inégalité (1 —2 0?)1?2 =1 — 2.

LEMME 4.1: Soient M une matrice d’ordre n — m, symétrique, non
singuliére et y et o deux vecteurs de R"~™ vérifiant :

_ 1 _
4.5) (v,0)#0 et |[Mo—M1y| = 5 |M1y].

Si H et H, sont deux matrices d’ordre n — m, symétriques et si H := BFGS
(H,v,0),0ona

5 , 15 ||MG—M”1'y||
4.6) || - H, w“r= (1—9 +_‘T—||M——1yﬂ— \H-H, |, ,
lo—H, |
+2(1+2(m-m)H) M| —— ,
ToMty
ou
2 ||\M(H - H,
g2 _IMULZHOY oy
(47) 0 := ”H_ H* ”M’p”M "/"

0 sinon.
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On utilisera ce lemme avec M := H 2. Si H est une approximation de
H, et H:=BFGS (H, v, o), I'inégalité (4.6) montre que la distance entre
H et H, peut étre contrdlée par la distance entre H et H, et la maniére dont

v et o sont choisis par rapport a H,. Le lemme suivant est extrait de la
preuve du théoréme 3 de Powell (1971). 1l donne des conditions suffisantes
sur les suites (y;) et (o) pour que les suites de métriques (H,) et
(H; 1Y) soient bornées.

LEMME 4.2 : Soient H, une matrice d’ordre n — m, symétrique, définie
positive et () et (o) deux suites de R"~™ telles que
(4.8) (Vx> ) = 0 pour tout indice k et
(4.9) (lox — H, || /1)) soit sommable .
Si H, est une matrice d’ordre n — m, symétrique, définie positive, alors la

formule de BFGS (4.3) génére a partir de H, une suite de matrices
symétriques définies positives (H,) telle que (H,) et (Hi') soient bornées.

Preuve : Soient H!? la racine carrée symétrique définie positive de
H,, G}?.= (H?)~ ! et
1, JTHIZ @2g TR
H* Yk Yk H* G* Ok Ok G*

Q= (H, Y &) N (Ye> o)

Comme H, est définie positive et (v, o) est positif, O, est bien définie et
symétrique définie positive. On définit alors le vecteur z;, et les matrices
Ji et Ry par:
o= P HY g = 0 Gy,
Je= QPP HI G, HI QJ",
Teze 2 T

R,=J, — —— — .
, “ (Vi 2k 2i)

R, est bien définie car J, est symétrique définie positive. Alors, grice a
(4.1), on a

T
Z, 2
OF H Gy HP O = Ry + 1
Zk

Comme Rz, =0 et |Ry|| = ||J||, cette relation donne

|Qi? H)? Gy 1 HY? Q|| = max (1, /i),
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ou encore, en notant my = max (1, | Q¢ '||) max (1, | Qll),
|HY? Gy, H?| = mymax (1, |H? G, H?|) .
De maniére analogue, on obtient a partir de (4.3) :

|G H, ,, G2

| =mmax (1, |G, H, G.7|)) .

Des lors, il suffit de montrer que II(m;) < + . Pour cela, on cherche
une majoration de || Q[ et |Q7'||. On écrit
G0y —H, v) of GI* H”vi(of - H, v)" G!*
(V> 1) (Vo> %)

(H, Ye> i) — (Vi O%) H2 Y 71{ H2
(o ) H, Yo v) "

Or—1=

D’apres (4.8) et (4.9), il existe des constantes positives C; et C, telles que
(Yo 01) Z Cy [ e[ et loe|| = Cof|ve]l- Ennotant e = [0 — H, vl / [Vl
et Cy3:=[Cy||G, | + |HY| |G| +11/C, la derniere relation donne

(4.10) ”Qk-—I” §C3 €p -«

Soit C4 = C5. Pour k assez grand, disons k= Ky, ona Cy;¢, =1 - C3/Cy.
Alors, grace a (4.10), on a:
”QkH §1+C3 Sk,
lQc!| =1+Cye pour k=K.

Ces deux inégalités et (4.9) montrent que I1(m;) < + c0. 0O
Le lemme suivant se déduit aisément du lemme 3.3 de Dennis et Moré
(1974).

LEMME 4.3: Soient C,, C, et C, trois constantes non négatives et
1 2 3 8
(3y), (8y) et (xi) trois suites de réels non négatifs tels que

(411) 3, ., = (1 -C, 0, +C,x;) 0 + Cyx, pourtoutindice k et
(412) Xk <+ 0.
k=0
Alors,
(i) (8;) admet une limite d et

(ii) si C, est positif, alors soit d est nul, soit (8,) converge vers 0.
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5. DEUX ALGORITHMES
5.1. Choix des vecteurs vy, et o,

La formule (4.3) montre qu’étant donnée H, la qualité de H, , ; dépendra
du choix des vecteurs v, et o,. Comme on désire que H| soit proche de
H, := G}, un bon choix consisterait a prendre v, et o, tels que

(51) Uk=H* Yi -

En effet, comme H, ,, donné par (4.3) vérifie ’équation de quasi-Newton
oy =Hg {v, le résultat de lapplication de H,, et H, a <y, serait
identique. H, n’étant pas connue, on ne peut pas réaliser (5.1) exactement
mais il est essentiel que cette relation soit vérifiée au premier ordre en
Yi» c’est-a-dire que l'on ait :

(5.2) o =H, v+ o(|vell) -

Cette condition apparait en effet en (4.6) (avec M = H; '?) et en (4.9).
H, étant non singuliére, cette relation montre que I'on a ||o|| ~ ||| et par
conséquent (5.2) est équivalente a

(5.3) Ye =G, o +o(floe]l) -

Ici, il est essentiel de remarquer que le gradient du gradient réduit g défini
en (1.13) s’écrit (cf. par exemple Nocedal, Overton (1985)) :

(5.4) Vg(x,) =V(Z;T(VF(x) + AN () = Z]TL, .

Comme G, = Z;TL, Z;, cette relation nous renseigne sur la maniére de
choisir vy, et o, pour obtenir (5.3). v, doit étre la différence de deux
gradients réduits disons calculés aux points b, et g, tels qu’asymptotique-
ment (b — a)/ | by — a,| soit dans I'image de Z; . Alors g, est pris de la
forme Z, (b, —a,) ou Z, est fixé par les conditions (2.1) et (2.2) en
X=x,.

5.2. L’algorithme QNR1

Supposons que (y,) converge vers x,. Un premier choix de <y, et
o, est immédiat. Comme ¢; = x;,; — y, est dans 'image de Z(y,)~ (cf.
formule (3.5)), on choisit :

(5.5) Ve=9 (Xe1) —9O)
(5.6) or=Z()te=— Gl g(vi) -
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Dans (5.5), le calcul du gradient réduit en y, et x;,; nécessite la
linéarisation des contraintes en ces deux points. Au lieu de (5.6), on
pourrait également prendre o, = Z(x; ) ¢, sans modifier les résultats (cf.
Gilbert (1986a)). Ce choix de v, est plus simple que celui proposé par
Coleman et Conn (1984). Montrons que I’on a bien (5.3). En utilisant (5.4),
on obtient

ve=2;TL, te+o(]te]) .

D’aprés (5.6), t;, = Z(y,)~ o et comme Z(y,)~ est uniformément injective
(|ZGx) u|| = Cllu||, C constante positive indépendante de k), on a
2]l ~ |lok]l. Des lors,

Ve = Z;TLt Z; o +o(|log]),

c’est-a-dire (5.3).
On peut a présent définir I'algorithme QNRI.

Algorithme QNR1
Par rapport a I’algorithme QNR, on modifie/ajoute les étapes suivantes :
43. Si k=1
alors {Calculer v;_;:=9g(x;) —gi_1) et o _1=Z(Yr_1)tk_1.
St (Vk-1,9%-1)=>0
alors Gy :=BFGS (Gy 1, Ye_1; %k _1)
sinon Gp=Gy_;.}

4.6. Linéariser les contraintes en x; ;.

N

Choisir un inverse & droite A(x,,,)” de Vc(x,,,) et une base
Z(xi,1) de N(Ve(xy,1)) tels que Ton ait (2.4).

4.7. Evaluer g(x; 1) =Z(x¢41) TV (xi1)-

4.8. Ry ,1=A(x;,.,) et calculer c(x;, ).

On voit que la métrique G, n’est mise & jour que lorsque (7, o) est
positif, ce qui permet de garantir la définie positivité de G,. On définit

KKy = {keN: (v o) >0}.

A Tétape 4.8, on a pu prendre A(x, ,;)” comme opérateur de restauration
des contraintes parce que celles-ci sont linéarisées en x; ., (ainsi qu'un
¥e)- On pourrait également prendre R, ,; = A(y;)" .

5.3. L’algorithme QNR2

Le fait de devoir linéariser les contraintes aux deux points y, et
X, .1 peut dans certaines circonstances constituer un colit supplémentaire
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important par rapport a I’algorithme modéle QNR : d’abord pour le calcul
des éléments constituant A(x,,;) et ensuite pour celui des opérateurs
A(x,,1) et Z(x,,,) . Par exemple, dans ’application traitées dans Blum,
Gilbert et Thooris (1985) ou il s’agit d’identifier une source non linéaire
(n — m = 3 paramétres) dans une équation aux dérivées partielles (m = 900
contraintes), le temps de calcul pour linéariser les contraintes est environ
10 fois plus élevé que le temps de calcul de la phase de restauration des
contraintes. Il est donc important de voir §’il est possible de se passer de
cette linéarisation supplémentaire en prenant comme opérateur de restaura-
tion R, la matrice A(y,_,)” et en choisissant :

(5.7) Y=g Wis1) —9e) »
(5.8) o= Z) = ZOW) ti = — P G ' g (Vi) »

OU Uy :=Yr,1— Yk = Prly + P 7k +1- Si on suppose que (y;) converge vers
X,,on a

(5.9) Ye=Z.TL, v +o(|lve]) -

Pour avoir I’estimation (5.3), il faudrait que I'on ait v, = O (|| o || ), ce qui
n’est pas vrai en général (par exemple lorsque ¢, = 0). Le lemme suivant
permet de dégager des situations dans lesquelles 'estimation (5.3) a lieu.

LEMME 5.1: Soit (G,) une suite de matrices d’ordre n — m symétriques
définies positives telles que (G,) et (Gi') soient bornées. Soient (x;) et
(yx) les suites de points générées par I'algorithme modéle QNR avec les
métriques (G;) et Ry ., =A()” ou A(xc,,) . Supposons que (y;)
converge vers x,. Alors, les relations suivantes sont équivalentes :

(1) pkc i) = po(ltcl) >
(ii) Pk k1 = Pro(tll)
(iii) V=27 Z, v +po(fleell) -

De plus, si l'une de ces relations est vérifiée, on a
(iv) okl ~ 12, vell ~ eicliticl-

Preuve : On utilise systématiquement 1’équivalence (3.17) qui, en particu-
lier, implique que z, = O(|le]|) et c(yx) = O(]lex||)- En développant
¢(x;,1) autour de y,, on obtient :

(5.10) c(xri1) =cOe) +o(flte]) -
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On en déduit
(5.11) Tes1=—A7 e +o(fledl) -

Des lors, (i) implique que p§ 7y, 1 = pr o (||tc]]) + pk o(]le]] ) et comme
pr=1cet e = |||l + lI7x+1] > on en déduit (ii). Inversement, (ii), (5.11)
et linjectivité de A; impliquent (i). Comme ¢, = Z] Z, t; + o(]|#] ), on
obtient avec (2.1) et (2.3):

=Z; Z, v+ eireer + o) +pko(lniesl)
d’oi on déduit I'équivalence entre (ii) et (iii)). D’apres (i),
U = Pr it +pPro(]|2c]]) et donc ||vg| ~pilltk]l. Cette équivalence, (iii) et
I'injectivité de Z; impliquent que [[v. ] ~ || Z, vi]. a

Supposons & présent que les conditions (i)-(iv) du lemme 5.1 soient
vérifiées. Alors (5.8) montre que ||o|| ~ |[v] et

{5.12) Or=Z, v +o(jlogf)-
De (5.9) et (iii) on déduit que
(5.13) Ye=G, Z, v +o(||log) .

Dés lors, (5.12) et (5.13) montrent que I'on a I’estimation (5.3).

On I’a vu, il est important d’avoir (au moins) I’estimation (5.3) pour que
la méthode de quasi-Newton génére des suites superlinéairement convergen-
tes. D’aprés ce qui précéde, cette estimation est vérifiée si on a (cf. la

condition (ii) du lemme 5.1) :
(5.14) P el = Bellzells

ol (fi,) est une suite de réels positifs convergeant vers 0. Etant donnée une
telle suite, on décide alors de ne mettre a jour G, que si (5.14) est vérifiée,
c’est-a-dire si le pas de restauration pj r, ., est (asymptotiquement) petit
devant le pas de minimisation p; #,. Si (5.14) n’est pas vérifiée, on prend
G ,1¢gal a G,. Le test (5.14) est donc utilisé comme critére de mise a jour.

A présent, le probléme se raméne a choisir judicieusement la suite
(R¢) pour que lorsque (5.14) n’est pas vérifiée, on ait quand méme la
convergence superlinéaire. Il s’agit en fait de réaliser un compromis entre
les deux situations suivantes :

— soit la métrique est rarement mise a jour ((f,) décroit rapidement) et le
vecteur vy, est peu perturbé par rapport au vecteur

Vi =g Yk + pi 2r) — g (¥i) qui est la variation de gradient réduit normale-
ment associée a oy,
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— soit la métrique est souvent mise a jour ((fi;) décroit lentement) et le
vecteur v, est fort perturbé par rapport a ¥,.

On comprend qu’il est préférable que ce soit I’algorithme lui-méme qui
choisisse le taux de décroissance de la suite (fi,), en fonction de I’'informa-
tion dont il dispose a I'itération courante. Il me semble remarquable qu’un
tel choix puisse €tre fait de fagon a obtenir la convergence superlinéaire de
toute la suite (x,), et cela sous des hypothéses raisonnables. Pour cela, on
désigne par K I’ensemble des indices k pour lesquels la matrice G, est mise a
jour. Etant donné un indice k, on désigne par (k) le plus grand indice
précédent k pour lequel il y a eu mise a jour de G,. De facon précise :

km=0 si ieK=izk,

(5.15)
k™ :=max {ielK:i <k} sinon.

On définit ensuite

k== (k7).

On prend alors la suite (i, ) définie par
(5.16) Py = mglle-- |

ol e, est défini en (3.7) et () est encore une suite décroissante de réels
positifs qui, contrairement a (fi,), converge vers un nombre non nul. En
fait, il suffirait de prendre une constante positive assez petite de telle sorte
quasymptotiquement, on ait (o, y,) positif lorsque le critére est satisfait
(voir plus loin et section 7). Il se fait que I’algorithme peut lui-méme adapter
cette constante a une valeur convenable. Avec cette valeur de fi,, le critére
de mise a jour devient :

(5.17) o M7k 1l = wllec- | [l2ell -

Nocedal et Overton (1985) ont étudié la mise a jour de la matrice réduite
dans P'algorithme (1.18). Ils utilisent également un critére de mise a jour
semblable a (5.14) avec [, donné g priori par

_ R
A+ k)

Mg

’

ou [, et v sont des constantes positives données a priori. On obtient alors la
convergence superlinéaire (en deux pas, cf. les exemples de Byrd (1985) et
de Yuan (1985)) dans un cadre local (p, =1 et (x4, Gy) proche de
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(x,, G,)) lorsque R, est pris assez petit. Par rapport a ce choix, la valeur de

fiy donnée en (5.16) me semble avoir deux avantages :

— elle n’est pas définie a priori mais gérée par l'algorithme en tenant
compte de I'information courante,

— le critére peut étre utilisé dans un cadre global.

On peut & présent définir I'algorithme QNR?2.

Algorithme QNR2
Par rapport a Palgorithme QNR, on modifie/ajoute les étapes suivantes :

1. Se donner o dans ]0, 1/2[, B dans ]0, 1[, @ dans ]I, + oo, py dans
10, + o[ et € dans ]0, + oo [.
43. Si k=1
alors {Calculer v;_;:=9(,) —g(e_1) et o _1=pPk 1 Z Yk -1) tx-1-
Sl ('Yk__l, O-k—l) > 0 et (517)
alors G :=BFGS(G}_1, Yk-1-%%_1)
sinon Gk = Gk—l . } .
4.4. (* adaptation de pj¥)
Sl (yk—l’ O-k—l) §0 et o-k——l #0 et (517)
alors wp=w;_1/2
SinOn Mk = “’k—l'
4.8. Ry ,1=A(y,)" et calculer c(x; )

Cet algorithme ne nécessite donc la linéarisation des contraintes qu’au
seul point y,. La restauration des contraintes se fait alors avec 'opérateur

R;.,1=A(y) . La mise a jour de la matrice G, ne se fait que si
kel ou

(5.18) K=K, NK,,
(5.19) K; = {keN: (v 0,)>0},
(5.20) Ky= (ke N:pi reall = melle- 7l } -

Pour QNRI1, on a K, = N puisqu’il n’y a pas de critére de mise a jour.
L’utilisation de la suite décroissante () s’avere nécessaire pour éviter la

situation ou la matrice réduite n’est plus mise a jour du fait que

(Y&, o) est non positif alors que le critére est satisfait. C’est-a-dire que ’on

veut éviter la situation ou
(5.21) KK est borné et K,\[K; est non borné .

Cette situation est inconfortable puisque pour k € [K,\I;, on n’a ni
res1 =o0(|t]|) (car K est borné et donc |e,--| est constant), ni la
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possibilité d’utiliser la négation de (5.17) (car k € ;). On I'évite si
p, devient suffisamment petit. En effet, pour k € [§,, on montrera que 1’on
a

(5.22) Yi = Gy o +o(flore])) + meo(fle- [ lowl)) -

Cette estimation affine la relation (5.3) que I’on retrouve lorsque [ est non
borné. Lorsque k € K,\IK;, on a en utilisant (5.22) :

0= (v o4) = (||H, ”_1 —Cpy — ﬂk)““k”z ,

ol C est une constante positive et (m;) converge vers 0. Dés lors, si
m, devient assez petit, on a o, = 0, donc ¢, = 0 et r, ., = 0, griace au critére
(5.17). C’est-a-dire que ’algorithme s’arréte. La situation (5.21) est donc
évitée si w, devient assez petit.

6. CONVERGENCE LOCALE

Le point de vue adopté dans cette section est local dans le sens ou le
résultat de convergence démontré (théoréme 6.2) suppose que p; est pris
égal 4 1 a chaque itération et que (yy, Gy) est choisi proche de
(x,, G,). On montre alors que (x;) converge linéairement vers x, .

Dans un premier temps, on montre grace au lemme 4.1 que, quel que soit
l'algorithme QNR1 ou QNR?2 considéré, une inégalité du type (4.11) est
vérifiée avec

(6.1) d = NH, —H, I ,
ou II.ll est la norme matricielle définie par (cf. (4.4))
WEN = WA g2 £ .

Pour un indice k¥ donné, on note, en fonction de I’algorithme considéré,

m(k) = {k pour QNR1 ,
k=~ pour QNR2.

On définit également les quantités suivantes :

{1 sikelK,
Tk:=

(6.2) 0 sinon,

32 |GIA(H - H,) |
6.3)0,={ ¥ WH—H, I |H?"~

Sl'yk¢0 et Hk#H*,

0 sinon .
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LEMME 6.1: Soit k un indice fixé. Soient (y;:0=i=k) et (x;:1=
i = k + 1) des points générés par l'un des algorithmes QNR1 ou QNR2. Orn
suppose que ces points sont contenus dans la boule B(x, , (). Alors, il existe
des constantes positives w;, w,, w3, w, et € ne dépendent que de (, de
po (pour QNR2) et de f et ¢ sur B(x,, ) telles que

(6.4) |ve — G. 04|l = o) xk|lok|| pour k dans K, ,
ou
[I%e=%. ] + I%.1 - x, | pour QNRI,

Xk =
“7 mllec— Il + vk = x. || + %1 —x. || pour QNR2 .

Si de plus, Y.y Yi> Xn(k)+1 € X 11 Sont dans B(x,, ¢), alors

(6.5) o — H, Vil = w2 Xe || i|| pour k dans K5 ,
(6.6) i1 = (1 — 74 0 + @3 T4 Xe) By + g T X -

Remarques : Dans (6.3), (6.4) et (6.5), -y, et o sont donnés par (5.5)-(5.6)
ou (5.7)-(5.8) selon I’algorithme considéré. On ne suppose pas que le pas
vaut un. On pourra donc utiliser ce lemme dans la section 7.

Preuve du lemme 6.1 : L’inégalité (6.4) s’obtient par les arguments utilisés
dans les sections 5.2 et 5.3 que l'on reprend ici mais sans supposer la
convergence de (y,) vers x,. La relation (6.5) se déduit alors de (6.4)
lorsque x; est assez petit. Enfin, (6.6) provient de (6.5) et du lemme 4.1.

Soit C la constante de Lipschitz de I’application

(67) X — (A.v Ax_! Zx_’ Z)n Vg (x)) >
sur B(x,,{). On désignera par C;, C,, ... des consianies positives e
dépendant que de {, de p, (pour QNR2) et de fet ¢ sur B(x,, {).

1. Montrons d’abord les inégalités (6.4) et (6.5) pour l'algorithme QNRI1.
On a t, = Z(y,)” o, et donc

(6.8) [t — Z2 or]| = Cllye — x, [ ol -
On en déduit
(6.9) k]l = Cqllo]l -

D’autre part, en utilisant le caractére Lipschitzien de Vg et (5.4), on
obtient : r
lve = 27 T L 2] = Cxelltall -

Gréce a (6.8) et (6.9), on en déduit (6.4) avec w; = C(C, + || Z;TL, |). Si
Y €t X ., sont dans B(x,,¢) avec € = ¢, := (4 o||H, ||)~!, on déduit de
(6.4) que [|oy || =2{|H, ||||vk] et donc aussi (6.5) avec w, =2 o, | H, ||2
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2. Montrons a présent ces mémes inégalités (6.4) et (6.5) pour I’algo-
rithme QNR2. On suppose que k € [K, et donc que le critére (5.17) est
vérifi¢. Comme p, t, = Z(y,) o, on obtient :

(6.10) lexte — 27 or| = Cllye—x, | 0wl -

On en déduit :
(6.11) lpx 2]l = Caflo -

En utilisant v, = p, £, + p% 74,1, le critere (5.17), (6.10) et (6.11), on
obtient :

(6.12) ok = Z7 o] = Cyxellow]l -

Comme y,-- et y4--y,; sont dans B(x,, {), x, = C, et Iinégalité (6.12)
implique que
(6.13) [ve]l = Cs|lok]l -

Notons que, comme y, .1 =Y, +Pc(Xki1— Vi) — Py A(y)” clxp.q1) et
pr=1, 0on a:

(6.14) IVksr =% | S Celllye — x| + X1 —x. ).

D’autre part, avec (5.7), le caractére Lipschitzien de Vg et (5.4), puis (6.14)
et (6.13), on a

||Vk— zZ;TL, vk” SC(lye—x Il + yisr = xc Dol

= Co xeel vel
= Cy xxllokll -

Enfin, cette inégalité et (6.12) permettent d’obtenir (6.4) avec w;:=
Cs+ C3||Z; T L, |. Remarquons qu’il existe une constante positive Cy telle
que Si Yg--, X(k--) 415 Yk €t X, 1 sont dans B(x, , €), ona x, = eCy. Dés lors
sie=e,= (2Co0|H,|) ', on déduit de (6.4) que |og|| = 2| H, || ||Vl
et donc aussi (6.5) avec w,:=2 ;| H, ||2

3. On conclut en montrant I'inégalité (6.6). On peut supposer que k
appartient a [ sinon 7, = 0 et 3, _; = 8, montrent que (6.6) est trivialement
vérifiée. Si k € K, (v, o) est positif et on a (6.4) et (6.5). Dés lors si € est
pris assez petit pour que w, x| G, | =1/3, les conditions (4.5) sont
satisfaites avec M = G !? et on peut appliquer le lemme 4.1. En utilisant la
relation (6.5), l'inégalité (4.6) implique (6.6) avec wy:= 15 w,||G, || /4 et
wg=2(1 +2v/n—-m)w,|GI?| |G, O

Le théoreme suivant montre que la méthode de mise a jour de BFGS de
H, dans les algorithmes QNR1 et QNR2 avec le pas unité permet d’obtenir
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la convergence linéaire de la suite (x;) pour autant que (y,, Gy) soit pris
suffisamment proche de (x,,G,).

THEOREME 6.2 : Soient k un réel dans 10, 1{ et s une constante positive. Il
existe une constante positive € ne dépendant que de x, s, py (pour QNR2) et
de f et ¢ dans un voisinage de x, telle que si

(6.15) lyo—x. ||
(6.16) [Go—G. |

fIA

€,

IIA

8 b
alors, lalgorithme QNR1 ou QNR2 avec le pas unité génére des suites
(x¢) et (Gy) telles que
(i) (Gy) et (Hy) sont bornées,
(ii) |Gk — G, || =s pour tout indice k,
(i) [xg 41— x. || = x| xx — x, || pour tout indice k.

Preuve : L’idée de la démonstration est tout a fait similaire a celle utilisée
en optimisation sans contrainte. On montre que la distance entre
H, et H_ne <e détériare pas trop au cours des itérations (c’est le lemme de
détérioration bornée de Broyden, Dennis, Moré (1973)) : on peut s’arranger
pour que Il H, — H, Il soit majoré par 2 M si M est un majorant de
ey, —H, .

1. On introduit d’abord un certain nombre de constantes positives
permettant de déterminer e. Soient k€ ]0,1[ et s> 0 les constantes
données dans I’énoncé. Soit m > 0 telle que pour tout H dans L(R"~™), on
ait

Ly
n

W=nHI =g,

I

iz

Soient &;(k) et &,(x) les constantes positives données par le lemme 3.1.
Pour ¢ = 0, soient w;({), 0,(¢), w3(£), w,(§) et e5() les constantes données
par le lemme 6.1. On peut supposer que

e, =5 et g;=min (g, &, ).
On désignera par C,, C,, ... des constantes positives ne dépendant que de
{, de pgy (pour QNR2) et de f et ¢ sur B(x,,{). Lorsque le pas
pr vaut 1 et lorsque les points (y,:0=i=k)et (x,:1=i=k+1) sont

dans la boule B(x,, £;), on peut récrire I'inégalité (6.6). En négligeant le
terme négatif du membre de droite, on obtient :

(6.17) 31 =30+ Cy o3 8+ 0)([lyo — x. || + lx1 —x. ),
(6.18) 3,1 =8+ Cy (w33 + ‘*’4)(”xn(k) -x | +
+ ey 1 =X |+ e =2 | + Txesr =% 0)
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pour k=1. Soient C; et C, des constantes positives telles que lorsque
Yk_1, x et z sont dans B(x,, {), on ait

(6.19) ¥ —x. 1 = Q@+ Cal|He oD Ulye-1 =% M)
(6.20) [x —A@E) c(x)—x, | =Cyllx—x.] -

On définit alors la constante & par

(6.21) 8:=¢,/[2m*|H, | (J|G. | +e)].

Ensuite, on prend &, positif tel que

(6.22) g, =¢e3/(1+Cy,) et
(6.23) g =m0(1-x)/[4Cy(2Mdw; + wy)(3~2k)].

Alors, il suffit de prendre e positif tel que

(6.24) e=3/[|G. [ (|H. || +8)],
(6.25) e=ey/[1 + C3(|H, | +3)],
(6.26) e=M3/[Ci(MBw; + w,)(2 + G| H, | + C33)].

2. On montre par récurrence que si (yy, G,) vérifie (6.15) et (6.16), alors
(6.27), WH, —H Il =275 pour k=0,
(6.28), %1 —x. || Ex|xx—x,|| pour k=1,
(6.29), y.e€B(x,,e3) et x,,,€B(x,,e) pour k=0,
(6.30); 8,1 =8 +4 Cym(2MBw3 + )| Xny— X, | pour k=1.

Montrons (6.27) et (6.29) pour k =0. D’apres (6.16) et (6.24),
G, est non singuliere et on a

(6.31) IHo — H. || = | Ho| | H. | |IGo - G. || =5.

On en déduit (6.27),. Comme & =&, (grace a (6.25) et (6.22)), (6.15)
montre que y, est dans B(x, , &3). Comme || Hy| = | H, | + 8, on déduit de
(6.19), (6.15) et (6.25) que x; est dans B(x,, &4).

Montrons a présent (6.27)-(6.30) pour k = 1. Grace a (6.29),, on peut
utiliser l'inégalité (6.17). Comme 3§, =mn3d, cette inégalité (6.17), (6.19),
(6.31) et (6.26) impliquent (6.27),. Cette estimation de 8; implique que
|H, — H, || =2m%3% qui grace a (6.21) montre que H, est non singuliére et
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que |G, - G, | = |G| |G. ||| H; — H, || = &,. Dés lors, on peut appliquer
le lemme 3.1 qui montre (6.28),. Ensuite, y; € B(x,, &;) grace a (6.20) et
(6.22). Tandis que x, € B(x,, &,) grace a (6.28); et (6.29),. Finalement,
(6.30), s’obtient grace a (6.18), (6.27), et (6.28).

Supposons a présent que (6.27),-(6.30), soient satisfaites pour
i=1,...,k—1 et montrons qu’elles le sont encore pour i = k. En
sommant les inégalités (6.30), pour i = 1, ..., k — 1 et en tenant compte de
(6.31), puis de (6.28) et |x; —x, || = ¢, et enfin de (6.23), on obtient :

k-1
3 =8, +4C,(2Mduwy + wy) Y Tllxegy — x|l

1=1

k~1
=m3 +4C2(2n8m3+w4)< Y llx = x| +2:~:4>
=1

§n8+4C2(2n8w3+m4)( 1iK+2> &
=27nd.

On a donc (627\ (ﬂ 752\ <’ohtient alare orice an lemme 2.1 carona AA;Q

SATIIL QAUNS pAAtT S UILNNAS -4

vu que (6.27), imphque que |Gr — G, || = &,. (6.29), et (6.30), se déduisent
alors comme précédemment.

3. Il reste a conclure. La condition (i) du théoréme est claire puisqu’on a
toujours ||Hy — H, || =27m*3 et |Gy~ G, | = ¢,. On a aussi (ii) puisqu’on
a supposé &, =s. Enfin, on a (iii) grace a (6.28). O

Sous les hypothéses du théoréme précédent, (x,) converge linéairement

et (H,) est bornée. Dés lors (y,) converge également vers x, et il existe
deux constantes C; et C, telles que

l¥ks2 = x| = Collxesa — x|,
%42 = %, | S wflxpsr — x|,
%41 = % | = Callye — x|

On peut s’arranger pour que C; C, k <1 et donc obtenir la convergence
linéaire en deux pas de (y,) (cf. Gilbert (1986a), corollaire VI.4.3) : c’est un
résultat de Coleman et Conn (1984).

7. CONVERGENCE SUPERLINEAIRE

Dans cette section, nous allons montrer la convergence superlinéaire de la
suite (x;) générée par l'algorithme QNR1 (théoréme 7.1) ou par l'algo-
rithme QNR2 (théoréme 7.2). Pour cela, nous supposerons que la suite
(x;) converge vers x, et nous nous intéresserons a son taux de convergence.
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THEOREME 7.1: Soient (x;), (yi) et (Gy) les suites générées par
Palgorithme QNR1. On suppose que (x;) et (y,) convergent vers x, avec

(7.1) Y lx—x. | <+o00 et
k=0
(7.2) Y lve —x. || <+ 0.
k=0
Alors :

(i) (Gy) et (Gi?') sont bornées,
(i) (Gy—G.,) o, =o0(|ok||) pour k dans K,
(iii) px =1 pour k assez grand,
(iv) (x;) converge superlinéairement,
(v) (yx) converge superlinéairement en deux pas.

Remarques : Les conditions (7.1) et (7.2) sont vérifiées sous les hypothe-
ses du théoréme 6.2 puisqu’alors (y,) converge linéairement en deux pas.
L’utilisation de la formule de BFGS et le fait que la positivité de
(Vx> o) conditionne la mise a jour de G, assurent la définie positivité des
matrices réduites. Dans la conséquence (ii) du théoréme, o, est donné en
(5.6) et K est défini par

K=K;={keN: (v, o) =0},

ou v, est donné en (5.5). La conséquence (iii) veut dire que p, vaut 1 aprés
un nombre fini d’itérations.

Preuve du théoréme 7.1 : Le schéma de la démonstration est le suivant. La
propriété (i) provient du théoré¢me de Powell (lemme 4.2). Pour (ii), on
utilise la technique de Broyden, Dennis et Moré (1973) qui, pour I’essentiel,
est condensée dans le lemme 6.1. L’estimation (ii) et le théoréme 3.2 via la
condition (3.20) permettent alors de montrer que p, vaut 1 aprés un nombre
fini d’itérations. Alors, asymptotiquement on se retrouve avec I’algorithme
local (1.14)-(1.15) et grace a (ii), on peut obtenir la condition (3.18) de
convergence superlinéaire. Enfin, la propriété (v) est une conséquence
immédiate de (iv).

1. On prouve (i) et (ii). Comme (x;) et (y,) convergent vers x, , il existe
un réel positif { tel que ces suites soient contenues dans la boule
B(x,,{). Soient alors w,({), w,({), w3({), w,(£) et (L) les constantes
données par le lemme 6.1. On peut supposer ¢ ={. Comme (x;) et
(y,) convergent vers x,, il existe un indice K; tel que x; et y, soient dans
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B(x,, ¢) pour k = K. Ceci permet d’utiliser les inégalités (6.5) et (6.6) du
lemme 6.1, dés que k= K, :

(7.3) lox — Hy viell = o Xl viell

(7.4) 8k+1§(1—Tke?(+wSTKXk)8k+w4Tka,

ou, Xi:= || ¥k — %, || + [|[Xk+1 —x, | et 8, 7, et 8, sont définis en (6.1)-(6.3).
D’apres (7.1) et (7.2), (xx) est sommable et donc grace a (7.3), 'hypothése
(4.9) du lemme 4.2 est satisfaite. Comme H,,; = H; lorsque k¢ K et
comme (v, 04) > 0 lorsque k € K, on peut appliquer le lemme 4.2 qui
conduit a (i). On peut également appliquer le lemnie 4.3 puisque I'inégalité
(7.4) a la forme (4.11) avec (7 x;) sommable. Dés lors, (3,) converge,
disons vers 3 et soit 8 = 0, soit (7 6,) converge vers 0. Dans le premier cas,
(ii) est clairement vérifiée. Dans le second, on a 7, (H, — H, ) v, = o (|| ] )
et grace a (i), m(Gy—G,)H, vy =0(||v])- Cette estimation et
H, vy = o+ o(||v]) (cf. (7.3)) donnent (ii).

2. On prouve (iii). D’aprés (7.3), o, =H, v+ 0(]v|) et donc
Ye = G, o +0(jjoyji). G, érant déiinie posiiive, ii cxidic un indice
K, = K, et une constante positive C; tels que

(Yo ) Z Cy|log||® pour k= K,.

Dés lors, pour k= K,, soit o, =0, soit ke K. Si ke K, la relation
or=2Z, t; +o(|t]) et (i) montre que

(7.5) (G =G Z, ty=o([[t])) »

pour tout & dans K ; tandis que si oy = 0, ona ¢, = 0. Des lors, (7.5) et donc
(3.20) est satisfaite pour tout indice k. D’aprés le théoréme 3.2, p, vaudra 1
pour k assez grand, disons, k= K.

3. On prouve (iv). On suppose k= K; et donc on a p,=1 et
Ve — %, = O(]lxg—x,]|)- On en déduit, avec (i), que t, = O (|l x, — x, || )-
Cette derniére estimation et (7.5) montrent que (3.18) est vérifiée et par
conséquent la suite (x;) converge superlinéairement.

4. On prouve (v). Le pas p, valant 1 pour k = K; et (Gj!) étant bornée,
onayg.,~x =0(x2—x|)etx1—x, = O([ye—x, |}). Comme
Xeio— %, =0(|| %11 — X, ||), onvoitque y; ., —x, = o(|ly,— x, | ), c’est-
a-dire que (y,) converge superlinéairement en deux pas. |

THEOREME 7.2 : Soient (x;), (v,) et (Gy) les suites générées par
Palgorithme QNR2. On suppose que I'on a (7.1), (7.2) et

._x*
(7.6) C,:=sup supM<+w.
kz0jz0 [lye—x. |
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Alors :

(i) (G,) et (Gg') sont bornées,

(ii) (G — G,) o, =o(||ok|l) pour k dans K,
(lll) yk+1 — X, = O(Hyk — Xy ” ) pour k dans K;
(iv) K,\K; est borné,

(V) px = 1 pour k assez grand,

(vi) (xx) converge superlinéairement,
(vii) (yi) converge superlinéairement en deux pas.

Remarques : Par rapport aux hypothéses du théoreme 7.1, on a rajouté
(7.6). Cette hypothése vient de ce qu’on a besoin de comparer ||y, — x, || et
|lyi-- —x, || et que ((k) — (k= 7)) n’est pas nécessairement borné. Cette
condition (7.6) est satisfaite sous les hypothéses du théoréme 6.2. En effet,
dans ce cas (H;) est bornée et il existe donc une constante positive C telle
que ||yi,1—x. || = Cllyx—x, ||. Alors, grace a la convergence linéaire en
deux pas de (y;), on a certainement C; = C. L’utilisation de la formule de
BFGS sous la condition « (7, o) positif » assure la définie positivité des
matrices G;. Dans I’estimation (ii), o, est donné par (5.8) et [ est défini en
(5.18)-(5.20). La propriété (iv) a pour conséquence que la suite ()
converge vers un nombre w, positif. Le « pour k assez grand » dans la
propriété (v) et ci-apres signifie « aprés un nombre fini d’itérations ».

Preuve du théoréme 7.2 : Le schéma de la démonstration est semblable a
celui de la preuve du théoréeme 7.1.

1. On prouve (i) et (ii). Soit { = 0 tel que la boule B(x, , {) contiennent

les suites (x;) et (y). Soient w;({), @,(£), w3({), w,(¢) et (L) les
constantes positives données par le lemme 6.1. On peut supposer & = (.

Comme (x,) et (y,) convergent vers x,, il existe un indice K; tel que
x; et y, soient dans B(x, , €) pour k = K;. Par application du lemme 6.1, on
obtient :

(7.7) ” Yi — G* O'k” = (OF] xkllo'k” pour k dans K2 etk= Kl ’

ou, xg:=millex- |l + ye =%, || + [|xx 1 —x,|. Si K est borné, (i) est
clairement vérifiée et pour (ii), il n’y a rien & démontter. On suppose donc
que K est non borné. Alors, il existe un indice K, > K; tel que
(k=)= K, pour k= K,. En appliquant le lemme 6.1, on obtient :

(7.8) ”(Tk — H' Yk ” = (O] Xk” 'Yk” pour k dans KZ etk = K2

(K non borné ) ,
(7.9) 8k+1§ (1—Tk 6%+(1)3Tkxk) 8k+m4'rkxk pourszz

(K non borné) ,
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ol 9, T et 0, sont définis en (6.1)-(6.3). Clairement,
Tee1 = O(||xer —x. ) et donc e=O0(ye—x. || + X1 —x. )
Comme (pm;) est bornée par pgy, on voit qu’il existe une constante positive
C, telle que

Xe = Colllyi- = x| + [[¥ge-ys1 =% ) + Iy —x | + [Ixes1 =2, |-

Deés lors, grice a cette inégalité, (7.1) et (7.2), on voit que (7 x;) est
sommable. Alors les hypothéses du lemme 4.2 sont satisfaites pour la sous-
suite I, c’est-a-dire chaque fois que la matrice G, est mise a jour par la
formule de BFGS : (v, o) est positif pour k € [K et 'on a (7.8) avec
(Xx: k € K) sommable. Ce lemme prouve (i). Grice a (7.9), on peut
également appliquer le lemme 4.3 (avec x; et 6, dans (4.11) remplacé par
T Xk €t 7, 8,). Comme dans la preuve du théoréme 7.1, on en déduit (ii).

2. On montre que p; vaut 1 pour k =Z K; dans K. Si k € [, on peut utiliser
(i)). Comme o, = p; Z(y;) t;, on obtient I’estimation

(7.10) (Gy—G,)Zy) ty = o(||t]]) pour kel .

C’est la condition (3.20) du théoréme 3.2. Elle donne le résultat.

3. On prouve (iii). En développant g (y,) autour de x, , en utilisant (5.4)
et (i), on obtient :

(7'11) tk=_Z*_ HkZ*—TL*(yk"x*)+0("yk~x*”)'

En développant c(x; , ;) autour de y, et en utilisant ¢'(y;) . £, = 0, puis en
développant c(y,) autour de x, et en utilisant (7.11), on obtient :

1= =AW (1) =—A0) ) + 0(||tk||2)
(712) rpoi=—A7 A, Or-x)+O0(|ye—x, ).

On peut supposer K non borné. Si k € K, le critere est vérifi€ et comme
pr=1,0nar,,; =o(|t]). Avec(7.11),celadonne 7, ,; = o(||yx — x, || ).
Dés lors (7.12) et linjectivité de A, montrent que

(7.13) A, (Ye—x,)=0(||ys—x,]|) pour kel.
Dés lors, en utilisant (2.3), on peut récrire (7.11) comme suit
(714) t,=-Z; H,G, Z, (yy—x,)+o(||yc—x.||) pour kelkK.

Comme p; =1, yp,1=Yr + 1 +7rp.q et avec (7.12), (7.13) et (7.14), on
obtient pour k dans KK :

(715) yk+1_x* :Z*_ Hk(Gk—'G*)Z* (yk_x*)+o(|!yk_x* ”)
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En utilisant (7.10) et (7.14), on voit que le premier terme du membre de
droite de (7.15) est un o(|lyx — x, || ), ce qui prouve (iii).
4. On prouve (iv). Pour k € I\, k = K, et o, 0, on a grace a (7.7) :
0= (v 04) = (G, 0, 0%) + (Ve — G, 0y, %)
= (|H |7 = orxi)lloe]® -

Comme il existe une constante positive C; et une suite de nombres positifs
(ng) convergeant vers 0 telles que x; = Cj3 py + My, on obtient :

(J.)IC:;Mk;”H* ||_1—(1)1'T]k pourkdans Kz\Kl, kgKl, 0'k¢0.

Ce qui montre que po=>0 et que lensemble d’indices
{k € K,\IK;: 04 # 0} est borné. On en déduit (iv). En effet, dans le cas
contraire, o, = 0 donc ¢, = 0 pour k grand dans K,\IK;. Alors le critére
(5.17) impliquerait que r,,; = 0 et donc que y, est solution.

5. On montre deux inégalités lorsque p,_, égal 1. Si p,_;=1,
Vi =X — Ar_1)" c(xy). En développant c(x, ) autour de x, et en utilisant
(2.3), on obtient

(7.16) yr—x, =Z; Z, (x, —x,) — (A1) —A7)A, (X, —x, ) +
+ O (|| x¢ — x, ||2).

Alors, (7.12) donne
(717) tk:—Z*_ HkG* Z*(xk_x*)+0(”xk_x*”)‘
(Gg¢') étant bornée, on en déduit :

(7.18) Z, (xp=x,)=0(|te]|) + o(flxe = x. ) -

Comme xj ,; = y; + ;, on obtient en utilisant (7.16) et (7.18) :
(7.19) ke =2 1 = Calltiell + o (flxe =% 1) -
C’est la premiére inégalité. De (7.12) et (7.16), on obtient :

Feor = AT A AGK )T —AD AL (- x) + O (ln—x 1)
Or x; —x, = O(||yx_1—x.| ), des lors cette estimation s’écrit

(7.20) Il = Csllye—1 —x. [l =, |-
C’est la seconde inégalité.
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6. On prouve (v). On a montré a ’étape 2 que si ke K =K; N K, et
k = Kj; alors p, = 1. D’apres I'étape 4, [K,\IK, est borné. Dés lors, il reste a
examiner la sous-suite d’indices K5 pour lesquels le critere (5.17) n’est pas
satisfait. Par négation du critére et en notant que p; = p, >0 et que
P =1, on obtient :

1
(7.21) llew- 1 2l = e e+l

0

Si K est borné, k™~ est un indice constant dés que & est assez grand et donc,
d’apres (7.21), t, = O(||ri 41| )- Alors d’aprés le théoréme 3.2 (condition
(3.21)), py =1 pour k assez grand dans K$§ (si K borné). Supposons a
présent que [ ne soit pas borné et que I’on n’ait pas p;, = 1 aprés un nombre
fini d’itérations. Comme [K est non borné et que p, = 1 pour k grand dans
I, on peut trouver une sous-suite [ d’indices i telle que :

(7.22) p,_1=1, p,#1 pour ielckj.

On montre que cela conduit a une contradiction. Pour les indices i dans |,
on a en utilisant (7.21), puis (7.20) (ce qui est licite car p, _; = 1), puis
I’équivalence |le, || ~ ||y, — x, || (d’out provient la constante C¢) et (7.6) (on a
G~ )+1=i-1):

1 7l
(7.23) el s L
’ Poo [l€,-- ||
Cs ||y,o1— x|
s ————— |x—x|
oo ([ |
C1CsCs |lye-—ys1—x.

IA

”x _x* .
TR P

Comme (i ~~) € K qui est non borné, on voit, grace a cette inégalité, & (iii)
et a I’équivalence |di|| ~ ||x; —x, || que

(7.24) t,=o(|ld,]).

Comme d, =r, +t,, on en déduit que ¢, = o(||r,||) et d’apres le théo-
réme 3.2 (condition (3.22)):

(7.25) reor=o(nlliel) pour iel.
Or, grace a (7.6), on a

Irll = Callyi-1 —x | = C1 Collyi-- — x|
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L’utilisation de cette inégalité et de (7.25) a la place de (7.20) en (7.23)
conduit a ¢, = o(||z,]|) et donc ¢, = 0 pour i assez grand dans [. Or dans ce
cas p, = 1, ce qui contredit (7.22).

En conclusion, on a montré I'existence d’un indice K5 = K, tel que

pp=1 pour k=ZK;.

7. On prouve (vi). On suppose k> K5, de sorte que p, =p;_; = 1.
Considérons en premier licu les indices k € K := I, N K, (supposé¢ non
borné). En utilisant (7.10) et ¢, = O (]|x;, — x, || ), on obtient (3.18) et donc

(7.26) Xps1 — X, =0(”xk—x* ”)’

pour k dans [€. Comme K,\K; est borné (étape 4), il reste a considérer les
indices k € [K§. Lorsque [ est borné, la négation du critere (5.17) donne
te = O(||ri41]]) et les inégalités (7.20) et (7.19) fournissent I’estimation
(7.26) pour k € IK5. Lorsque K est non borné, on peut utiliser (7.24) qui
injecté dans (7.19) donne encore (7.26) pour k € K5.

8. On prouve (vii). Voir la preuve du théoreme 7.1. a

8. CONCLUSION

Nous avons développé dans ce travail deux techniques de mise & jour de la
métrique dans les méthodes de quasi-Newton réduites. Toutes deux utilisent
la formule de mise a jour de BFGS dont la propriété de maintien de la
définie positivité des métriques a joué de fagon essentielle dans I'obtention
des résultats. Cette propriété apparait d’ailleurs comme une condition
naturelle puisqu’il s’agit d’approximer le hessien réduit du lagrangien que
nous avons supposé défini positif.

Les deux méthodes se distinguent par le nombre de linéarisations des
contraintes nécessaire a chaque itération. Dans I'algorithme QNRI, les
contraintes sont linéarisées deux fois par itération. Dans l’algorithme
QNR2, une seule linéarisation des contraintes suffit, mais la métrique ne
peut plus étre systématiquement mise a jour a chaque itération : un critére
de mise a jour doit étre utilisé. Les deux méthodes générent des suites
superlinéairement convergentes (en un pas). Dans I’état actuel de la
théorie, peu de choses peuvent étre dites en plus. Il revient donc aux essais
numériques la taiche de départager les deux méthodes. A ce sujet, il ne fait
pas beaucoup de doute, me semble-t-il, que la palme revient a I’algorithme
QNRI1. En effet, dans les deux méthodes, il y a découplage des équations
d’optimalité : on se rapproche de la variété par des itérations de Newton et
on minimise la fonctionnelle par des itérations de quasi-Newton réduites.
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Dans l'algorithme QNRI1, une seule perturbation intervient dans ’approxi-
mation du hessien réduit : elle provient du mouvement du plan tangent au
cours des itérations. Dans l'algorithme QNR2, une autre perturbation
provient de I'inadéquation du mariage de vy, et o, au sein de I’équation de
quasi-Newton, le critére de mise & jour apparaissant alors comme I’outil
permettant a lalgorithme QNR2 de contrdler cette perturbation.

Pour lalgorithme QNR2, un crittre de mise a jour basé sur la
comparaison de la grandeur des pas de minimisation et de restauration des
contraintes s’est avéré nécessaire, sa forme pouvant varier suivant le choix
de la suite () en (5.14). L’avantage du choix (5.16) réside essenticllement
dans les résultats de convergence qu’il permet d’obtenir. On pourrait
toutefois lui objecter la présence de I'indice (k™ ~ ) qui ne croit pas de fagon
strictement monotone et pourrait des lors étre a la base de phénomenes
oscillatoires (comme par exemple une mise a jour qui ne se ferait qu’une fois
sur deux). On pourrait également se demander si lorsqu’il n’y a pas de mise
a jour de la métrique, il ne vaudrait pas mieux supprimer le pas de
minimisation. Une réponse a ces questions est apportée dans Gilbert (—) ou
il est montré que I’en peut utiliser le critére de mise a jour suivant :

el = wmllexall |a )]s

si ’'on fait deux pas de restauration des contraintes par itération. Lorsque ce
critére n’est pas satisfait, ’'on peut, au choix, faire ou ne pas faire de pas de
minimisation tout en conservant la convergence superlinéaire. Dans cette
inégalité, w est une constante quelconque : on évite donc également un
probléme de choix de constante. Cet algorithme peut alors s’interpréter
comme une méthode GRG (Gradient Réduit Généralisé) dans laquelle le
test d’arrét de la phase de restauration des contraintes porte non pas sur
lc(e)|| (cf. par exemple Mukai et Polak (1978)) mais sur le rapport
e /19(e)| entre le pas de restauration et le pas tangent, avec un
seuil de tolérance (p|e,_;]|) qui décroit au cours des itérations.
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