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ﬁﬁ MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol. 22, n° 3, 1988, p. 417 a 455)

SUR UNE METHODE DE CALCUL DE STRUCTURES SOUMISES
A DES CHARGEMENTS CYCLIQUES : L'HOMOGENEISATION EN TEMPS (*)

Tajeddine GUENNOUNI (1)

Communiqué par R. TEMAM

Résumé. — On présente une méthode d’homogénéisation en temps permettant le calcul des
structures soumises & des chargements cycliques. Celle-ci, fondée sur les techniques des
développements asymptotiques, permet le calcul au premier ordre des champs des contraintes et
des déformations régnant dans la structure ou la durée de vie de celle-ci avec des colits de calculs
trés réduits. Dans le cas d’'un matériau élastoviscoplastique, on établit la convergence du
probléme mécanique initial vers un probléme limite et on donne quelques résultats numériques
comparant la méthode classique et celle utilisant ’homogénéisation en temps.

Abstract. — A time homogenization method allowing the calculation of the response of
structures subjected to cyclic loadings is presented. This method, based on a two scale asymptotic
expansion, allows to determine a first order estimation of the strain and stress fields of the
structures and their time-life with a very reduced cost of computation. In the case of an
elastoviscoplastic material, the convergence of the mechanical problem towards a limit problem is
demonstrated, and some numerical results comparing the classical method and the time
homogenization method are given.

INTRODUCTION

Le calcul d’une structure soumise a un chargement cyclique sur un grand
intervalle de temps est souvent abordé indépendamment du comportement
au cours de chaque cycle. La difficulté vient du grand nombre de cycles a
envisager pour calculer ces structures. Or, du point de vue pratique, le
probleme essentiel de ces structures est de calculer leur comportement a
long tern:e :

— état des contraintes et des déformations régnant a long terme dans la
structure. C’est le probléme du calcul du cycle « limite » ;

— temps de rupture ou durée de vie de cette structure.

(*) Regu en juin 1987.
(') Ecole Centrale Paris, grande voie des vignes, 92295 Chatenay-Malabry Cedex, France.
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418 T. GUENNOUNI

Le premier probléme a été trés largement étudié dans la littérature. Ces
travaux portent soit sur I’existence du cycle limite (voir par exemple Koiter
[12], Halphen [9], Wesfreid [22], Quoc Son [18] et dans un cadre plus
mathématique Haraux [10], Brézis [4], Débordes et Nayroles [5], Suquet
[21], Mercier [16], Johnson et Mercier [11]), soit sur le calcul du cycle limite
(voir par exemple Ladeveze et Rougée [13] ou Zarka et Casier [23]).
Généralement, ces travaux ne donnent que des informations sur 1’état limite
de la structure et ne permettent pas de suivre sa réponse pendant toute la
durée d’observation de celle-ci. Par ailleurs, I’expérience montre que sous
Paction de sollicitations extérieures cycliques suffisantes les matériaux
s’endommagent. ’accumulation d’'un tel endommagement dans les struc-
tures conduit a leur instabilité. La réponse au deuxiéme probléme revét
donc une importance pratique considérable.

Puisqu’il est hors de question (du moins avec des colits raisonnables) de
calculer la réponse de la structure sur I’ensemble des cycles, on peut essayer
d’obtenir une estimation dans un sens a définir des champs des contraintes
et des déformations régnant dans la structure, donnant lieu a4 des cofits de
calculs plus raisonnables. On peut préciser cette formulation un peu vague
en remarquant que la période T de chaque cycle peut étre considérée
comme trés petite par rapport a I'intervalle de temps T, sur lequel on étudie

T R ‘12z
la réponse de la structure ; le rapport T peut étre alors considéré comme
M

étant un petit paramétre du probleme étudié. L’identification de ce
parametre permet de donner un sens a I’estimation recherchée en définissant
les champs de contraintes et de déformations recherchés comme étant la
limite des champs des contraintes et des déformations régnant dans la
structure quand la période T du cycle tend vers zéro (mécaniquement quand
T est petit par rapport a Tj,). Par analogie avec ’homogénéisation en
espace, ce probléme sera qualifié de probleéme d’homogénéisation en temps.

Dans cet article, on se propose d’illustrer ce probleme et, plus précisément
d’identifier le probléme limite pour certaines grandes classes de comporte-
ment de matériaux. Ainsi, dans le paragraphe 2, nous examinerons le
comportement élastoviscoplastique puis (§ 3) nous donnons le probléme
limite pour un matériau élastoplastique parfait. Dans le paragraphe 4, nous
considérons le cas d’'un matériau endommageable. Le paragraphe 5 est
consacré a P’approche numérique du probléme limite dans le cas élastovis-
coplastique.

1. POSITION DU PROBLEME. NOTATIONS
On considére une structure occupant un domaine Q de R® fixée sur une
partie de sa frontie¢re I',. Cette structure est soumise & des forces massiques
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HOMOGENEISATION EN TEMPS 419

fT et a des tractions g7 sur la partie I, complémentaire de la frontiére par
rapport a I',. Sous I’action des forces extérieures f! et g7, des champs de
contraintes o’ et de déformations £7 régnent dans la structure. Le probléme
de I'homogénéisation en temps est de relier les limites o et ¥ de
of et £T quand la période T des forces extérieures imposées tend vers zéro.
La variation des forces extérieures en fonction du temps est supposée
suffisamment lente pour négliger les efforts d’inertie et pour considérer qu’a
chaque instant, la structure est en évolution quasi-statique. La technique
que nous utiliserons dans la suite est celle des développements asymptoti-
ques. Celle-ci est fondée sur la distinction dans la variation des sollicitations
extérieures en fonction du temps de deux échelles de celui-ci: un temps
« court » ou microchronologique au niveau du cycle et un temps « long »
pour lequel on s’intéresse qu’a I’évolution lente du systéme. Par exemple en
fatigue-fluage, le chargement extérieur g7 peut s'écrire
9" = p(t) +A(t)sin2—;,t

p(t) est le chargement moyen, ¢ le temps physique et T la période de chaque
cycle. Si nous posons :

) -

T représentera le temps « court » ou microchronologique.

g’l’

o

5

Figure 1.

Cette distinction entre le temps « court » et « long » constitue le point de
départ de la méthode des échelles multiples, qui trouve son origine dans des
problémes perturbés en théorie des vibrations (voir Sanchez-Palencia [20],
Roseau [19] et la bibliographie de ces travaux).

vol. 22, n° 3, 1988



420 T. GUENNOUNI

Dans la suite on introduit des termes qui sont fonctions simultanément
des deux variables temps. Si A(x, ¢, 7) désigne un tel terme, on posera :

hT(x,t) = h(x,t, 1)
lorsque 7 et ¢ sont reliés par le changement d’échelle (1). L’opérateur
moyenne sur une période est noté :

1
2) (h(x,t,7)) = J;) h(x,t,7t)dr.

On suppose que les chargements extérieurs peuvent s’écrire
@) - TG 1) = Fx, 1,7) = X (1, 7) F* ()
g"(x, 1) =g(x, t,7) = n(t,7) g*(x)

ol M\ et w sont supposés T-périodiques de période 1.
Dans la suite on utilisera souvent la relation de dérivation par rapport au
temps suivante :

. i) 0
4) hT—_-ﬁ:_h_;..l_.;_l,
dt ot Tor
2. HOMOGENEISATION EN TEMPS D’UN MATERIAU ELASTOVISCOPLASTIQUE

2.1. Equations du probléme mécanique

Elles sont données par :

v A? ik
tions d’équilibic

®)] dive? + fT= 0dans Q

— les conditions aux limites

(6) o'n=g", sur T,
@) u'=0, sur T,

— les conditions initiales
t)) ul(x,0) = Gy(x) dans Q
) o7 (x,0) = 5y(x) dans Q,
et la loi de comportement
(10) el = AT(x, t) o + ()T
(11) (&) = BT(x, 1, 0T)
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HOMOGENEISATION EN TEMPS 421

ol ™ représente la déformation visqueuse ; AT désigne le tenseur des
souplesses élastiques et BT 'opérateur de la loi d’écoulement des déforma-
tions viscoplastiques.

On suppose dans ce paragraphe que les tenseurs A7 et BT ne dépendent
pas explicitement du temps. On posera alors

AT(x,t)=A(x) et BT(x,t,07)=B(x,o7).

Le probléme mécanique que nous désignerons par PT est constitué par les
équations (5) a (11). On se propose de construire le probleme limite
P quand la période T tend vers zéro.

2.2. Identification du probléeme limite P°

On utilise la méthode des développements asymptotiques comme dans
Lions [14], Bensoussan, Lions et Papanicolaou [1] ou Sanchez-Palencia [20].
On pose alors :

(12) uT(x,t) = ug(x,t,7) + Tu;(x, t,7) + T>uy(x, t, 1) + -+ -
(13) oT(x,t) = op(x,t,7) + To(x, t,7) + T? oy (x, t,7) +- - -
14) () (x,t) = ef"(x, t,7) + Ted(x, t,7) + T? 8" (x,t,T) + -+ -

ou chaque terme du développement est supposé T-périodique par rapport a
la variable 7.
En reportant ce développement dans les équations (5) a (11), en prenant

en compte la relation (4) et en identifiant les termes de méme puissance en
T nous obtenons :

Ordre 7!
a an
(15) 37 €0 (x,2,7)=0.
Ordre T°
(16) divag+ f=0
a7) op.n=0surI';, ug=0sur I,
(18) e(ug) = Aoy + &’
I .
19) 5 +—a'r—_B(x’G )
(20) 0o(x,0,0) =5y, uy(x,0,0)=1a,.

L’équation (15) traduit qu’a l'ordre zéro, I’évolution rapide des déforma-
tions visqueuses est blogquée :

1) e (x,t,7) =¢€f(x,1).

vol. 22, n° 3, 1988



422 T. GUENNOUNI
Posons (*) :
%(t) = (o)
22) U(t) = <ug)

oo(t, 7) = 2() + x(t, 7)
uy(t, ) =U@)+W*(@,7)

En prenant la moyenne des relations (16) a (19), nous obtenons :

divZ+ (f) =0 dans Q
2.n=(g) sur T
U=0 sur I,
(23)
e(U) = AZ + &f"
d an
7; 50 = (B, 2 +x))
En prenant en compte les relations (22), ’équation (20) devient
(24) 3(0)+x(0,0) =0y, U(x,0)+W*(0,0)=m1n.

Pour identifier complétement le probléeme P? il reste a construire les
fonctions x et W*. Pour cela nous reportons les équations (22) et (23) dans
les relations (16) a (18). Nous obtenons le probleéme :

divx+f— (f) =0 dansQ

X-n=4g-<9) sur T,
25
(25) W* =0 sur IT',
te (W*) = Ax sur I,

qui correspond a un probléme élastique.
Introduisons les fonctions W, et W, solutions des problémes élastiques
suivants :
div (A~ 'e(W;)) + f*=0 dans Q
(P;) 1A 'e(W;).n=0 sur I,
Wf =0 sur ru

div (A~'e(W,)) =0 dans Q
(Py) 1A 'e(W,)).n=g* surT,
W,=0 sur I, .

(*) On omettra quand il n’y a pas de risque de confusion la dépendance des différents
champs par rapport a x.
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HOMOGENEISATION EN TEMPS 423
Nous avons alors :

26) W*(@t,7) = (Nt 7)— (NG ) We+ (0, 7) = (e, 7)) W,
@7 x@,7)=A"1e(W*)

divZ+ (f) =0
S.n=(g) surl,
U=0 surT,
P (28) ;(elajn) = A2 +&"
(29) T (B(x,2 +A te(W*)))

3(0) =5, — A~ e(W*(0,0))
U(0) = @y — W*(0,0)

avec W* donné par la relation (26).

Par analogie avec I’homogénéisation en espace, le probleme (P°) sera
qualifié de probléme macrochronologique ou lent et le probleme (25) de
microchronologique ou rapide. Les équations (28) et (29) constituent la loi
de comportement homogénéisée en temps. Celle-ci est encore élastovisco-
plastique ; l'opérateur donnant la loi d’écoulement des déformations
visqueuses du matériau homogene équivalent en temps correspond a la
moyenne en temps de celui du matériau initial. Dans le cas ou B dérive d’un
pseudo-potentiel de dissipation ¢ (matériau du type standard généralisé)

B(x,0) =3¢(x,0)

la relation (29) s’écrit de maniére équivalente :

(30) & a0, 3)
avee
(1) 0 3) = (o(x3 + A~ e (WH))) .

Le comportement du matériau homogéne équivalent en temps dépend du
chargement extérieur mais aussi de la structure par l'intermédiaire des
champs Wy et W,. Dans le cas le plus général ce matériau est anisotrope non
homogéne méme si le matériau constituant la structure est isotrope
homogeéne (i.e. ne dépendant pas de la variable x).

Du point de vue numérique, le calcul de o, et 1, nécessite la résolution du
probléme macrochronologique P° et des problemes élastiques P, et
P,. Les problémes élastiques sont résolus une fois pour toutes au début, le
probleme lent étant discrétisé par rapport au temps « macrochronologique »

(cf §6).

vol. 22, n° 3, 1988



424 T. GUENNOUNI

Remarques
1. Si

(32) N0, 7)) =A(0,0) et (r(0,7)) =p(0,0)
les conditions initiales du probléme macrochronologique se réduisent a :
30)=0, et U(0) =g

le probléme macrochronologique vérifie alors les mémes conditions initiales
que le probléme initial P7. Dans le cas ou la condition (32) n’est pas
vérifiée, nous avons un saut dans la condition initiale méme pour des
conditions initiales indépendantes de 7. Nous verrons plus loin I'interpréta-
tion de ce résultat.

2. Nous avons supposé que le déplacement était fixé sur la frontiere
I', et que seules les forces extérieures dépendaient du temps. On aurait pu
appliquer un déplacement périodique par rapport a la variable T sur
I, ; la démarche suivie s’applique encore a condition d’introduire un
probleéme auxiliaire P, analogue aux problémes P, et P, prenant en compte
le déplacement imposé. On aurait pu de la méme maniére sans altérer la
démarche suivie prendre des conditions initiales dépendant de 7 et supposer
leur convergence dans un sens a définir vers des conditions initiales limites
quand la période T tend vers zéro.

3. Quand le potentiel B est linéaire par rapport a o, le matériau
homogene équivalent en temps coincide avec le matériau initial.

4. Dans le cas €élastoviscoplastique avec une variable d’écrouissage « dont
la loi de comportement s’écrit :

e =AoT + glo
(&) = B(a”, a”)
T = C (o7, a”)

on peut montrer que ’évolution rapide des variables internes £, o reste
bloquée :
9e”"  da

oT oT

et que la loi de comportement homogénéisée en temps s’écrit :

e(u) = AS + ¥
dean

(B x @)
da
do _(c@rx )

ou x est donné par (26) et (27).

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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HOMOGENEISATION EN TEMPS 425

2.3. Un résultat de convergence. Enoncé du théoréme

On se propose de montrer dans ce paragraphe la convergence du
probléme P 7 vers le probléme P quand T tend vers zéro pour Ty, < + c0.
On définit les espaces :
§ = {o e LX((Q))} divo e (L*(Q))*}
§0)= {oceS,dive=0,0.n=0surT,}
V= {v/ve (H(Q)),v=0surT,}

munis de leur norme naturelle, et on fait les hypothéses suivantes :

(H1) : hypothése sur les coefficients d’élasticité

(33) Vi,j, k, € A€ L®°(Q)
(34) At}k?(x) = A]tk?(x) = Az]kf(x) = Akftj(x) p-p.-x € Q
(35) Ja=>0 Apee en=alely VeeRs.

(H2) : hypothése sur I'opérateur B

On suppose que B dérive d’un pseudo-potentiel de dissipation ¢ qui est
donc convexe minimum et nul en zéro. De plus on suppose que 'applica-
tion :

o ex,0)

est différentiable pour presque tout x € ) et sa différentiable B est
Lipschitzienne :

(36) 3C =0, |B(x,0;) - B(x, O"Z)HR?S C|o; - GZ”R?
Vo,,0,€R? p.p.xeQ

et que pour tout o € R}, B(., o) est une application mesurable pour la
mesure de Lebesgue.

(H3) : hypotheése sur le probléme limite P°

On suppose qu’il existe un champ de contraintes = € WH (0, Ty, ; S)
vérifiant
divEZ+(f) =0 pp. xeQ, Vie [0, Tyl
S.n={g)surl,, Vit e [0, Tyl .

37
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426 T. GUENNOUNI

(H4) : hypotheése sur les données initiales
On suppose que G, € S, que

divd, + f7(0) =0 dans Q

38
38) Go.-n=g7(0) sur T,

et que Hye V.

(HS5) : hypothese sur les forces extérieures
On rappelle que les forces extérieures s’écrivent :

(39 fGm)=A07)fFx) et g(x,t,7)=p(,T)g*(x)
ou A et p sont T-périodiques sur [0, 1] et qui peuvent étre prolongés par
périodicité sur R.

De plus on suppose que :

(40)  fTe L0, Ty; (LX(Q))), ¢"€L®(0, Ty; (LXT,)))
et que :

(41) w(t, ), N, 7)e Whe(0, Ty ; L2(0,1)).

THEOREME 1: Sous les hypothéses ci-dessus, les probléemes PT et
P admettent chacun une solution unique vérifiant :

3,0l e Whe(0, Ty 5 S)

T - arl.on T 7\
L’,u < vy \U,lM,V’)

Preuve du Théoréme 1 : On applique le théoréme du Suquet [21] p. 58. La
seule vérification a faire pour entrer dans le cadre d’application de ce
théoréme pour le probléme PT est d’exhiber un champ de contraintes
57 e W--°(0, Ty, ; S) équilibrant les forces extérieures. Pour cela posons :

(42) a7 = 3(t) +x" ()

ou x est donné par (26) et (27).
Gréce aux propriétés de W*, on vérifie que :

divel' + fT=0 pp.xeQ Vie [0, Ty]

gl.n=g".

42y {
Pour montrer que ol € Wh®(0, T, ; ) nous avons besoin du lemme
suivant dont la démonstration est donnée plus loin :

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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HOMOGENEISATION EN TEMPS 427
LEMME 1: Soit he L®(0, Ty ; L*(0,1)).h peut étre prolongé par
périodicité en un élément noté h de L*(0, Ty ; L®(R)) tel que si on pose

hT(t) =h (tiT )

hTe L®(0,Ty). W

L utilisation de ce lemme pour w(z, 7) et A (¢, 7) donne grace a I’hypothése
(41) que pf, A\T e L®(0, T},) ; qui en vertu de la régularité des solutions
W, et W, des problemes €lastiques P et P, de celle de 3 et de (42), (42)
donne :

5 e Whe(0, Ty S).

Nous avons donc lexistence et l'unicité dune  solution
ol e Wh*(0, Ty S), uTe Wh®(0, Ty, ; V) du probleme PT. Pour le
probléme P°, nous avons remarqué que la loi de comportement (28) et (29)
pouvait s’écrire :

de(U) _ 442, 3 (5

(43) dt dt oo

avec

$x, %) = (e, Z+x))

et x donné par les relations (26) et (27).
Posons :

S =3-%
nous avons :
div = (0) = div 55 — (A(0,0) — (A (0, 7)) ) div (A~ e (W;))
— (1(0,0) — (r(0,7)y) div (A~ 'e(W,))

soit en utilisant (38) et les relations des probleémes Py et P,

(44) div 2(0) = £7(0) = (A (0) — (A (0, 7)) f*(x)
= (N0, 7) f*(x)) = (f(0,7))

on établit de méme que :
(45) 20).n= {g0,7)) sur T,.
Par suite nous avons: %'(0) € S(0).

vol. 22, n” 3, 1988



428 T. GUENNOUNI

En multipliant (43) par R € S(0) et en intégrant sur {2 nous obtenons la
formulation variationnelle du probléme P suivante :

YR e S(0)
JQ (A%-R) o + L%?(E’+E)-Rdﬂ=~ L (Ag-R) dQ
3/(0) € S(0)

On vérifie alors facilement que les conditions du théoré¢me 3.2 p. 60 de
Suquet [21] s’appliquent pour ®. Nous en déduisons alors I’existence et
T'unicité d’une solution (=, U) tel que :

35eWhR(0,Ty;S), Ue WL, Ty;V).
M

Démonstration du Lemme 1: Le résultat est clair. En effet si on découpe
R en segments de la forme ln,n+1[ (n€ Z) et si on pose :

fz(t,'r)zk(;‘,'r—n) Si TE ]n’n+1[

nous avons alors :

15 D o0, 1 5@y = 120,75 10,1

et

r (et
1Ol 20,1 = |5 (1)

par suite : kT e L®(0, Ty). W

L®(0, Ty) = "E(t’ T)”L”({), Ty ; L2(R))

THEOREME 2 : Sous les hypothéses (H1) a (HS), quand la période T tend
vers zéro, a¥ converge vers 3.(t) dans L®(0, Ty, ; S) faible * et u” converge
vers U(t) dans L*(0, Ty ; V) faible *.

De plus on a les estimations suivantes :

lo” —of|,<C T
HuT—uOT”VsC JT.

2.4. Preuve du théoréeme 2

La démonstration se fait en plusieurs étapes :
Estimation a priori 1 :

Les relations (10) et (11) conduisent a :

e(ul) = AsT + g (x,07)

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



HOMOGENEISATION EN TEMPS 429

En multipliant cette relation par of — &7 (67 est donné par (42)) et
intégration sur 2 nous obtenons :

(46) L (467, o7 — 5Ty dQ = — L ( g_t (o7), o7 — aT) da +

+ J (WD), o’ —37)dQ
Q

T

on remarque que o! — g’ € S(0), par suite :

47) J,, (t¢@?),e’—57)=0.

Dr’autre part :

L ( a‘P(aT)’GT__(—TT) dnl s% (”a_«p((,r)

leg ileg

2

LA(©Q)

qui en vertu de la propriété de Lipschitz (36) de %g et du fait que ¢ est

minimum en zéro, donne :

(48)

oo

J;) ( 3¢ (aT) o —T) dﬂ} < C("(’Tlliz(n) + o7 - G'Tuiz(n)) )
Par ailleurs nous avons par (42) :
(487, 07 — 3")20) = (A2(1), 07 = ")) + (AXT, 0T = T)2¢q

qui compte tenu de la relation (27) donne :

(48", o7 — 820y = (A1), 0" = )2 + (e(W*), 0T — 0T3¢0y -
Celle-ci donne en remarquant que ¢’ — 57 € S(0):

(487, o — 57)2q) = (A3(t), o7 — 57)12q)

qui en vertu de ’hypothése de régularité sur 2(¢) conduit a

(49) | (A7, 0T — &T)| =C ||0'T — (‘rT||Lz(n)

en regroupant (46), (47), (48) et (49) nous avons :

(50)

j (46T — AGT, 0T — 57) d0| <
Q

T2 2
= C("UT - T"L2(g) + “UT"LZ(Q) + 1) .
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D’autre part .

1571 20y < ||i(z)||L2m)+ INT— N, 7)) | ||A‘18(Wf)||L2(Q)+
+ 0T =N AT e W) 2,

qut en vertu de (41) et de la régulanté de 3, Wy, W, permet de montrer
que

a7
(51) ”U “Lz(g) =C

Par ailleurs par I’hypothése (H1), (51) et (50) aprés intégration en temps
nous avons

(52) alo”(t) ~ 3T ()]s, ~ all67(0) = 57(0) 22, <
t

- Teey_ 5T(c))2

=C [J‘O |o"(s) — o (s)||L2(Q)ds + 1]
On vérifie facilement que

T =T
”G (0) -0 (O)"L2(Q) =C
qui conduit par application du lemme de Gronwall a (52) a.
HGT - ar(t) ”i}(g) =C
Soit en utilisant (51)
o’ est borné dans L ®(0, T, , L%(Q)) mndépendamment de T .

Par suite, en utilisant les équations d’équilibre (5) et ’hypothese (40) nous
avons :

(53) o” borné dans L®(0, Ty, , S)

Estimation a priont 2

En utihsant (10) nous avons
t
(54) e(T(t)) — e (@T(0)) = AcT(¢) — AcT(0) + J ggi (o7(s)) ds
0
qui en vertu de (H4) et (H1) conduit a .

(55) oG @)l 2qy =< € o™l 2qy + 1) +

J "9 (57(s)) ds
0 il

L¥Q)
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d’autre part par Cauchy-Schwartz nous avons :

J;) j;’:‘g (67(s)) ds ;? dQ < t? L (Lt Hg_: (0”(5))

qui conduit en utilisant (36) a la relation :

t
sch (f ||oT(s)||§g9d9> ds
0 Q s

2
ds ) dQ
¥

2

f 39 (47 (s)) ds
0 iilea

LXQ)

celle-ci donne par (53) :
‘o¢ T © .72

(56) P (o' (s)) ds borné dans L ®(0, Ty, ; L(£2))
0

(55) conduit alors par (53) et (56) a:
e(uT) borné dans L *(0, T}, ; L))

qui grace a l'inégalité de Korn conduit a :
67 uTborné dans L*(0, Ty ; V).

Passage a limite :

(53), (55) et (57) montrent qu’il existe

(0%, u*, ¢*)e L0, Ty 5 S) x L®(0, Ty ; V) x L=(0, Ty, ; L2(Q))

tel que:

ol 5o* dans  L®(0, Ty ; S) faible *
ul > u* dans L*®(0, Ty ; V) faible *

t
J 22 (o7(5)) ds — ¢* dans L (0, Tyy ; LX()) faible * .
0

Ces limites vérifient par (54) la relation :
(58) e(u*) —e(ly) = Ao* — AGy+ ¢* p.p.x,t.

Pour obtenir la loi de comportement compléte il faut identifier la limite
¢* du terme non linéaire. A cette fin nous utiliserons les deux lemmes suivants
qui sont établis plus loin.

LEMME 2: Soit X un hilbert et h une fonction de CY[0, Ty];
L*(0,1) x X). h peut étre prolongé par -périodicité en une fonction
h de CY[0, Ty]; L*(R) x X).
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On pose : hT(t,x)=fl<t,—t]—,,x)

alors

lim A7(t,x) = (A(t, 7, x)) dans L*(0, Ty ; X) faible *. W
T—)O

Si on pose :

oot, 7, x)=2(t,x) +x({, 7, x)
uy(t, 7, x)=U(t,x) + W*(t,7,x)

t a‘P
eot, 7, x) = | = (op(s,7,x))ds
o 90
ou x et W* sont donnés par (26) et (27). On vérifie alors que
Oy, Uy, ¢g vérifient les hypotheses du lemme 2 et peuvent étre prolongés par
7-périodicité. En effet par (40) et (41) et la régularité des solutions
élastiques nous avons :
W*e Wh®(0, Ty ; L®0,1)x V)
qui en vertu de la régularité des champs 2 et U montrent que :
(59) o€ Wh(0, Ty ; L®(0,1) x S)
(60) Uy € WH*(0, Ty ; L®(0,1) x V)
en particulier :
(09> 4p) € CO[0, Ty ] ; L®(0,1) x S) x CO[0, Ty ] ; L®(0,1)x V).

Par ailleurs en utilisant une démarche analogue pour établir (56) nous
avons :

t
||(p0(t,'r,x)||L2(ﬂ)sC Jo (Jﬂ Hoo(s,'r,x)ué? dﬂ.> ds

qui grice a (59) montre que ¢y L®(0, Ty ; L2(0, 1) x L*(Q)). En
remarquant que :

d"PO
I = Clloal

dt

LY Q)
nous avons grace a (59) ¢y € W-*(0, Ty, ; L®(0, 1) x L*(Q)) ; en particu-
lier

(61) @ € C°([0, Tyl ; L=(0, 1) x LX) .
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LEMME 3: Soit &, Uy, &y les prolongements par t-périodicité de
g, Uy, @ Posons :

O'g= ~0(t,%,)€)
u0T=L70<t,%,,x>
¢g=¢0(t’%:x)
alors
(62) lo” = o8|l 2y < € VT
(63) lu”—uf||, <C VT
t
(64) HJ 2 T ds—oll| <C VT
0 ileg L2(@)

Utilisation des lemmes : Nous avons grice aux deux lemmes :

lim o” = lim of = (&) dans L®(0, T ; L*(2)) faible *
T-0 T-0

lim e (u?) = hm e(ud) = (e(@ip)) dans L=(0, Ty, ; L*(Q)) faible *
T-0

lim ‘P (ch(s)) ds = lim ¢f = (&) dans L®(0, Ty, ; L*(Q)) faible *

Par ailleurs

<(~’0> =2(1)
(e(@p)) = ¢(U)

@) = | (2 @6 +x6) .
Ceci permet d’identifier o* a4 3, u* a U et ¢* 2

ﬂ (2 (565) + x6s ™)) ds.

Démonstration du lemme 3 . Pour démontrer le lemme 3 nous définis-
sons :

65  W(t, 7, x) = JT%?(GO(t,s,x))ds~7jla—¢(60(t,s,x))ds
0 90 0 il
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et nous introduisons le probléme auxiliaire élastique £,, avec précontrainte

dive,; =0 dans Q
o,.n=0 sur T
(1) u; =0 sur T,

e(u) = Aoy + ¥
Nous allons montrer que
Y(t, 7, x) € Wh(0, Ty 5 L2(R) x L*(9)).

On remarque d’abord que ¢ est 7-périodique. Nous avons alors

(66) sup sup |[¥(z, T, x)”LZ(Q) sup sup [lw(z, 7, x)”LZ(Q)
te )0, Ty[7eR te ]0, Tyl 7€ 10,1[

pour 7€ ]0, 1] on établit en suivant une démarche analogue pour établir
(56) que:

T 1
W@ ™ %) |72y < [L | o0 (t, s,x)llizm) ds+7 L "(J‘o(t,S,x)"iz(Q) ds]
1
<C L loo(t, s, 2) 1720, ds
qui griace a (59) et (66) permet de conclure que :
(67) v e L®(0, Ty ; L°(R) x L*(Q)).

Par ailleurs nous avons pour 7€ 10, 1[ en utilisant (65) :

”\b(t+h T, x) $(t,7,x)

o)

ds
L)

a“’ 00(t+h s, x)——(co(t s, x))>

qui conduit par (36) a
(68) ||¢(t+h T, x) Yz, 7, x)

L(Q)\
2
$h3JO IIGO(t +h, S,x) — GO(t’ s,x)“Lz(Q)dS .

On remarque que :

t+h 3o o
"0(’+has,x)‘(’0(tasvx)=J' 2 (o, ,x)dp

t

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



HOMOGENEISATION EN TEMPS 435
En utilisant (59) et Cauchy-Schwartz, (68) conduit a

“ll"(t +h’ T>x)_‘1’(t, T7x)
h Q)

1 t+h
< (j
h20 t
oY

o € L®(0, Ty ; L®(0,1) x L?*(Q)) qui par une relation

analogue a (60) montre que :

2

a0,

a5 B9

2
dp) ds x |h| =C
LQ)

et par suite

(69) %em(o, Ty ; L°(R) x LX(Q)) .

Si on pose :

Ve -o(uhr) o (2)7 () (n50)

nous avons en vertu de (67) et (69) :
(70)

T
( % ) et ysont bornés dans L (0, Ty, ; L*(2)) indépendamment de 7T .

Ceci permet de montrer que :
(71)
(oF, ul) sont bornés dans L®(0, Ty, ; S) x L0, Ty, ; V)

80'1 T aul T
(%) (5 sontvomes dans L=, Ty 5 8) x L=, Tiu5 V)

Posons maintenant :
o,(t) =a'(t) — o5 (1) — To{ (1)
(1) = u(t) —ug (¢) — Tu{(r) .

Nous avons :

(72) 46, = 8w @) +T( 3£ )"+ 3 (o) - 3¢ (o7)

qui conduit a
(73) L (A6, 0,)dQ = L (¢(u,(t)),0,)dQ + T L ( < % )T , 0r> o
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Mais :
dive,=0, o,n=0 sur T,
o . 9 o o
(Z2Eh-EeMo) = (E2Eh-22 @7 -af) +
3¢ 7y 3¢ 7 T)
+T( 52 @8) -3 (o), o
¢ ¢

<T( 32 @) - 32 (7). o)

par monotonie de a—‘P.
oo

(73) conduit alors en vertu de H1 aprés intégration en temps

74) aflo, ()] - af|o, )< TUO L ((%)0) aa|+

! 9 7y 9¢ T\ 7T
+TJOJQ(8?(UO)_%(G ),01>dﬂdt

On remarque que :

L ((3£)") dﬂ\ < C(lo,1 22y + 1)

par Cauchy-Schwartz et (69). On note également qu’en vertu de (36) et
(71) :

(75)

@
©

(Ty 9P ( Ty T _ TI2
\Co &) Y

| - .
(A P

o |

’ (
Ja \

1)
+)

2
<C (ol qy + 1)

toujours par (71).
D’autre part :

(77) ©,(0) = a7 (0) — af(0) — ToT(0) = 5, — 64(0,0) — To,(0,0) = 0
car 00(0,0) =0, et ¢(0,0,x)=0

En regroupant (75) a (76), (74) conduit finalement a

t
o0y = TC ( || Ny s+ 1)
0
qui en vertu du lemme de Gronwall permet de conclure que :

||Gr(t)||L2(Q) =C ﬁ
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et par suite en vertu de (71):
(78) HGT =C \/7’

Cette inégalité permet d’obtenir immédiatement I'estimation (64).
En effet :

(79)

L (2o -22 @h) as

%l )

c||&en-2enl;

<C L lo” = 08|32y ds < CT -

’(m L2<n>

Pour obtenir I'estimation (63) on procéde comme suit :
On multiplie (72) par A~ e(u,(t)) nous obtenons :

JT () ew0)

- (%g <“5>—§—§ (o), S(u,))] dQ dt

ol e @ () 200y — N @ ON 720, < T

qui conduit en utilisant (78) et (79) et en remarquant que u,(0) =0 a
t
a"e(u,(t))"izm) < CT(j "e(u,(t))"iz(ﬂ) dt +1 )
0

qui en vertu du lemme de Gronwall et de I'inégalit¢ de Korn donne :
lu, ), <C VT
qui grace a (71) permet de conclure que :
[u7@) - ud @) <C VT.
Ceci achéve la démonstration du lemme 3.

Démonstration du lemme 2 : Celle-ci se fait en calquant la démonstration du
lemme 6, p. 314 de Suquet [21] avec des fonctions C%([0, T,,] ; L®(0, 1) x X).

Remarque 2

1. Nous n’avons pas cherché a obtenir le meilleur résultat possible mais
seulement le plus simple. Il est possible ainsi d’affaiblir les hypotheses (HS)
sur les forces extérieures. On peut aussi prendre des conditions initiales
dépendantes de 7 et supposer leur convergence dans les topologies
appropriées.
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2. Quand la condition de compatibilité (32) n’est pas vérifiée nous avons
un saut dans la condition initiale pour le probléme limite P°. Le méme
phénoméne a été observé par Francfort [7] en homogénéisation des
matériaux thermo-élastiques linéaires, et par Blanchard et Francfort [2]
dans les plaques thermo-€élastiques. Francfort [7] I’attribue & un phénoméne
d’oscillations rapides liées a des échelles de temps et d’espace différentes.
Blanchard et Francfort [2] montrent que si une condition de compatibilité
entre les données initiales est vérifi€e alors le probleme limite vérifie les
mémes conditions initiales que le probléeme de départ et ils avancent
plusieurs hypothe¢ses pour expliquer le changement de condition initiale
quand la condition de compatibilité n’est pas vérifiée (mauvais choix de
variables, couches limites en temps ?). Dans notre cas la condition de
compatibilité porte sur « I’évolution » des forces extérieures a l'instant
initial. Pour comprendre I’origine de ce phénomene de « couche limite »
considérons la fonction g ne vérifiant pas la condition de compatibilité
donnée par :

gT(t)=1+t—cos2ﬂTt

nous avons :
g"(0)=0
T-0
g7 (t) - (9@, 7))y =1+t
et par suite :
(@@t.7)y ) =1
et donc :

(um gT(t)) (0) # lim (47(0)).
T-0 T-0

Nous constatons que la non vérification de la condition de compatibilité (32)
traduit le fait que la limite d’une fonction prise a I'instant initial peut différer
de la valeur de la fonction limite & I'instant initial.

D’autre part, le probléme P peut s’écrire sous la forme variationnelle
suivante :

T
—A da% € 8(¢(0T) + Is(fr,gr)) dans (LZ(Q))g et p.p.t€ 10, Ty[

avec

w(oT) = j o(x, oT) dO
0
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et Igr 41y Vindicatrice de I’espace des champs de contraintes statiquement
admissibles :

S(fT,g") = {oeS,dive+ fT=0,0.n=g"surT,} .

Remarquons que si la condition initiale du probléme PT est dans le
domaine de I'opérateur associé a ce probléme, celle-ci n’est dans le domaine
de l'opérateur associé au probléme limite seulement si la condition de
compatibilité est vérifiée (voir (H4), (44) et (45)). Si celle-ci n’est pas
vérifiée, il faut imposer une autre condition initiale & = pour que celle-ci soit
dans le domaine de 'opérateur associé au probleme limite P°.

3. Le champ o, donne une meilleure approximation du champ o’ que le
champ 3. Il équilibre les mémes forces extérieures et vérifie la méme
condition initiale que o”. Le correcteur x” permet d’obtenir la convergence
forte et son corollaire la vérification de la condition initiale.

4. Quand les forces extérieures sont périodiques (i.e. elles sont indépen-
dantes du temps lent), les champs (3, U) solutions du probléeme P°
deviennent a partir d’'un certain moment, indépendantes du temps. Ces
champs correspondent a la moyenne du cycle limite auquel la structure tend
asymptotiquement quand le temps tend vers linfini. La méthode décrite
permet donc d’obtenir la moyenne du cycle limite et d’'une approximation
de celui-ci par Pintermédiaire de o, et u, (cf. § 2.4 et 6).

5. Par rapport au théoréme général établi dans un cadre abstrait pour une
classe de probleme perturbés par Roseau [19], chap. 7, p. 99 ou Sanchez-
Palencia {20], chap. 14, p. 283, linégalité (64) établit I’hypothése de
continuité¢ de lintégrale par rapport & T de lopérateur associé a la
formulation variationnelle en contraintes du probléme P7 (voir § 2 de la
présente remarque). Le théoréme 2 donne une estimation d’erreur sur les
contraintes en \/7" . Il permet donc de préciser dans le cas élastoviscoplasti-
que les résultats de Roseau [19] et de Sanchez-Palencia [20].

3. HOMOGENEISATION EN TEMPS D’UN MATERIAU ELASTOPLASTIQUE PARFAIT

Dans ce paragraphe le comportement du matériau constituant la structure
est supposé ¢élastoplastique parfait. La loi de comportement d’un tel
matériau s’écrit

(80) e(wl) = AcT + &
de r
(81) = c o, (o)

ou I, désigne I'indicatrice du convexe d’élasticité C (x).
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Les équations (80) et (81) sont équivalentes a :

ceC(x)
(82) {(é(uT)—AfrT,c—w)ao Vre C ().

Les équations (5) a (9) et (82) constituent le probléme mécanique
PT.

3.1. Identification du probléeme limite

Pour identifier le probléme limite P on utilise une démarche analogue 2
Suquet [21]. Nous commengons par approcher (82) par un matériau
¢élastoviscoplastique du type Perzyna, puis nous passons i la limite en T puis
en viscosité. Le pseudo-potentiel ¢z de dissipation du matériau Perzyna
s’écrit :

(83) @(@) = 5 o~ P.@)Ey

ol P (o) désigne la projection de ¢ sur C (x).

Quand B tend vers zéro ce potentiel tend vers le potentiel de la plasticité
parfaite. On vérifie sans peine que ce potentiel vérifie ’hypotheése (H2). La
loi de comportement homogénéisée en temps du probléme Pg s’écrit alors :

de(Up()) _ d%(0) 34y

(84) dt dt )
avec
(85) de () = (ep(Zp + %))

et x donnée par (26) et (27).
On notera que x est indépendant de B.
(84) et (85) donnent :

(86) (£(Ug(1)) — AZp(r), 2y —2*) =
oo
— (52 @3- 2 ) = 40(3) - (2.
Choisissons maintenant 3* tel que :

2*e (M) (Cx)—x(t, 7 x))p.p.x € Q, Vt € [0, Ty]

Te 0,1
(&7) divE* + (f) =0
¥ .n= (g)sur
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nous avomns :
$(2%) = 5 (5% + X~ PL(E* +x)) = 0

d’autre part :
$p(25) =0

(86) conduit alors a:
(88) L (A34(t), 2% — 34(1)) dQ2 =0 VZ* vérifiant (87) .

Par ailleurs, si on fait ’hypothése suivante de la charge stire de Moreau [17]
pour le probléme limite P°:

(89) 38=0, 3p(z) € Wh*(0, T, ; LX(Q)]) vérifiant :

divp(t)+(f) =0  p.p.t€ 0, Tyl
p(t).n=(g)ysurl, p.p.t€ 0, Tyl

VE* e LO(Q) tel que si |Z*|| oy =<3 on ait:
S*+p(@)+x(,7,x)eC(x) Vte [0, Ty) et Te ]0,1[, p.p.-x € Q
il est possible de montrer les estimations suivantes :
L b(25)d=<C et |'25(t)|le(Q) =C.
En effet, (88) donne apres intégration en prenant 2% = p(t)
t .
J J (AZ(t) —Ap(t), 25 —p(t))dQdt <
0vJa

< Jr L, (— Ap(t), Sp — p(t)) dQ dt

0
qui grice a ’hypothése (H1) et celle de la charge siire permet de montrer
P’inégalité :

t
150 = 2Oy = ([ 1% -0 Olgy a2 41)

Celle-ci par le lemme de Gronwall et I’hypothése de régularité (88) sur p
donne :

(90) 1) 20y =< C -
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D’autre part (86) fournit pour 3* = p

[[] @s0 -0 3 s aaa
0

i J: .[n ( = (%), % = ) aa d

< L (— Ap(t), Sp — p(t)) dQ dt

qui par I’hypotheése (H1) et (90) montre que :

(91) J L 3% = (%), 25—p> dQdt<C.
Comme
JJ (a%(z" zﬁ—p) d()dt;J: | (@5(%p) — g (p)) A2
- ﬂ L b (35) A

car ¢g(p) =0 par p+ x€ C(x)Vre ]0,1[, p.p. x.
Nous avons donc par (91) :

(92) f(: L ®y(3) dQdt < C

En vertu de (90), il existe X tel que
33— 3 dans L%®(0, Ty ; L*(Q)) faible *
(92) donne :

t
JJ (1% +x = P.(Zp +x)|*) d2dr < CB
0J0

qui conduit formellement par passage a la limite en B a:

t
J j (IZ+x-P.C+x)|*) dat =
0Ja
et par suite :

(93) pIN= m (C(x)—x(, ™, x))

Te 0,1
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Finalement la loi de comportement homogénéisée en temps s’écrit par (88) :

SeP(tx)= (M) (CG)=x(t,7x)) pp.x, Vie [0, Tyl
1€ ]0,1{

f (A3, 3* —%)dQ =0 VI* vérifiant (87)
o

qui s’écrit sous forme locale :

SeP(tx)
(94) e(U) = AS + ™
(", 2 -3*)=0 VE*eP(tx).

Le probléme limite P? est constitué alors par les équations :

divZ+ (f) =0
S.n=(g)surl,
U=0surT,

(95) (2, U) reliés par (94)

3(0) = 3 - x(0,0)
U(0) = 1, — W*(0,0).

La loi de comportement du probléme limite est encore du type élastoplasti-
que parfait avec un convexe variable dans le temps.

3.2. Lien avec la théorie de P’adaptation

Rappelons qu’une structure est dite en état d’adaptation pour un
chargement cyclique si et seulement si les champs de contraintes et de
déplacement tendent & devenir purement élastiques.

Interprétons maintenant ’hypothése de la charge slire dans le cas de
I’homogénéisation en temps. Remarquons d’abord que celle-ci permet de
démontrer moyennant d’autres hypotheéses plus classiques, I’existence d’une
solution (2, U) (donc de oy et uy) du probléme limite P Ceci assure qu’au
premier ordre les chargements extérieurs restent acceptables pour Ila
structure. Examinons plus particulierement le cas ou les forces extéricures
sont périodiques donc indépendantes du temps lent. Le champ x est alors
indépendant de ¢ et vaut :

X =A7((7) = (p())) e(Wy) + (A (7) = (N(7))) e(W))] .
Posons :
(96) Xo = A7 (w(7) e(Wy) + N (7) e(Wy))
97) x* =p-A‘1((p.('r)>s(Wg)+ (N(7))ye(Wy)) .
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On vérifie sans peine que xJ est solution du probléeme élastique suivant :

divxl + fT=0

x5 .n=glsurT,
T

U,,=0surl’,

e(Uy) = Ax{

X4 est donc un champ de contraintes élastiques équilibrant les forces

extérieures et ayant des conditions initiales différentes du probléme initial

PT ’
On remarque que x* vérifie :

divx* =0 dansQ
x*.n=0 surT,

x* est donc un champ de contraintes résiduelles.
En vertu de (89) nous avons la relation :

38=>0 VE*eL®(Q), [|Z%| enp=<8=T*+x{+x*eC.

On constate que celle-ci correspond a I’hypothese dite de Melan-Koiter
formulée des 1964 par Koiter [12] pour les problémes d’adaptation. La
démarche que nous proposons fournit donc une interprétation de
I’hypothése de Melan-Koiter : celle-ci est équivalente a 1’hypothése de la
charge sire de Moreau [17] pour le probléme limite PP

Remargue : Comme dans Ic cas élastoviscoplastique, la loi de comporte-
ment homogénéisée en temps dépend du chargement extérieur et de la
structure. Le calcul o et u; nécessite la résolution des problémes élastiques
P4 et P, et du probléeme macrochronologique (ou lent) P?avec un convexe

de plasticité variable dans le temps.

4. HOMOGENEISATION EN TEMPS D°UN MATERIAU ELASTIQUE FRAGILE

Dans ce paragraphe, on suppose que le comportement du matériau
constituant la structure est élastique fragile. Plus précisément, on suppose
que I’état d’endommagement de ce matériau peut étre caractérisé par un
seul parametre D et que sa loi de comportement s’écrit :

(98) ol =a(D") e’
99) F=-120 (D). e(u) e ()
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. a_q, T
(100) D=-% (Fp)
_ b _ + 1 +1
o(F) = = [F—F'F

ou ( )* désigne la partie positive de I’argument, F, la force-seuil d’endom-
magement et FJ la force thermodynamique d’endommagement. ¢ corres-
pond a un potentiel de Norton avec seuil.

On se propose dans ce paragraphe de construire par des arguments
formels le probléme limite P° Le probléme mécanique est constitué par les
équations (5) a (9) et (98) a (100).

Pour identifier le probléme limite P° nous utilisons les développements
asymptotiques (12) et (13) pour o7 et u” et un développement analogue pour
DTet F§:

D™(t,x) = Do(x,t,7) + TD;(x, t,7) + - - -
FE@,x)=F%(x,t,7) + TF5(x,t,7) +---

En portant ces développements dans les équations du probléme P7 nous
obtenons en plus des équations (16), (17) et (18), les relations :

oD,
(101) —=0
(103) F§ =~ 22 (D) e (up) : & (a)
aD, oD, . N
o T ar b{(Fp—F.)'F
(104) oo = a(Dy) (yp) .

Nous retrouvons que 1’évolution de la variable interne (dans ce § D) est
bloquée a l'ordre zéro :

DO = DO (t ) .
En utilisant les relations (22) le probléme PO s’écrit :
div % + (f) = 0dans

Z.n=(g)surl,
U=0surl,
5(0) = 3 — x(0,0)
(P% U@) =a,—-W*(0,0)
3 = a(Dy) £ (U)
F§ = =2 8 (Do) (e (U) + e (W) : (c(U) + ¢ (W*))
Dy= (b((FS—F,)" ¥) .
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Pour déterminer W* et x nous reportons (22) dans (104). Nous obtenons le
probleme élastique :

divx+f—-(f) =0
X.n=g—(gysurl,
x = a(Dg) e(W*)
W*=0surT,.

En introduisant les fonctions W et W, solutions des problémes €lastiques :

div a(Do) E(Wf) + f* =0
(Py) a(Dg)e(Ws).n=0surT,
W;=0surl,
et
diva(Dy) e(W,) =0

(Py) a(Dy) e(W,y) . n=g*surT,
W,=0surl',
nous avons :
W= A=) We+ (b= ()W,

x = a(Dg) e (W*).

Contrairement au cas des matériaux élastoplastique ou élastoviscoplasti-
ques, les problémes lent et rapide sont couplés. Les fonctions de base
W, et W, dépendent de I'état d’endommagement atteint. Mais les dépendan-
ces de W* et x par rapport au temps rapide est connue. Du point de vue
numérique ceci permet de « gommer » le temps rapide et de ne considérer
que le temps lent : la discrétisation en temps du probleme P° se faisant
seulement par rapport au temps lent. Ceci permet de calculer au premier
ordre I’évolution des contraintes et des déformations régnant dans la
structure avec des cofits de calculs raisonnables. Du point de vue mécanique,
une étude de stabilité pour les problémes P°, P s et P, fournira une
approximation de la durée de vie de la structure.

6. RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME HOMOGENEISE EN TEMPS DANS LE
CAS ELASTOVISCOPLASTIQUE

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a ’approche numérique du probléme
élastoviscoplastique lent.
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6.1. Approche numérique du probléme lent

La loi de comportement homogénéisée en temps du probléeme élastovisco-
plastique s’écrit :
_ 4 adz e >
en notant V le champ des vitesses, et ¢ le potentiel de dissipation du

matériau.
La discrétisation implicite en temps de (119) conduit a:

n+1 n
Au

00 sn+1 n+1 _ n+1
e (St ) e

ol nous avons affecté I'indice n pour indiquer la valeur de la variable
considérée a l'instant n At et ou Ar désigne le pas de la discrétisation en
temps.

En remarquant que la fonction :

) - %%2.2 + (oS + X))

garde les mémes propriétés que ¢, la relation (120) peut s’écrire sous la
forme :

ann(2n+1) _ 8(V”+1) +%2n
soit en I'inversant :

(121) 2”+166H:<6(V”+1)+%2")

ou IT* désigne la fonction duale de II,.
Finalement le probléme lent discrétisé en temps s’écrit :

divst+i+ (f"*1y =0
shtlin = (g"* Yy sur T,
yvr+rl—Qsurl,

s+l e oI (s(V”“) + iz")
At

C’est un probleme de viscoplasticité classique (voir [8]) qui admet comme
formulation variationnelle en vitesses :

V" *1 minimise la fonctionnelle :

J(v) = J n,:k(s(v)+i2") aQ — J (Y dQ — J (g"*'yv dl

Q At Q r,
sur X = {v «réguliere »,v =0sur I}
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Par dualisation et pénalisation de la contrainte G = £ (v ), ce probléme est
équivalent (voir [8]) au probléme lagrangien de point-selle :

Trouver {F*"*L, V"+1:\"*1} € (Y x X) x Y point-selle
du lagrangien augmenté :

122 n _ A sn Ry~ _ 2,
(122) | 28(G,V,\) = L II,;"(G+AIE ) 40+ 3 |G ~ () ]33qy +
+ (A e(®)-G)~ L")

en notant Y l'image de X par l'opérateur e,
u@)=j<ﬂ“Wdﬂ+j (g"*1yvdr
o r,

et (.,.) un produit scalaire dans L%(Q) choisi de la forme

\, G) = L (A~1G,\)dQ.

Pour les applications numériques nous avons choisi pour ¢ un potentiel de
Norton en contraintes planes :

2 2 2 2
Ojx + Oyy — Oy Gy + O, )q/

¢®)=B< ;

et comme espaces discrets approchant X et Y :

I Nl 4 n

Y, = {Phaph/Ti € Po(Ti)}

X, = {Ur.e CO((—),\ v, /T (= P AT v, — OS‘J!'F 1 C‘Y
3 Un \NTS Yy < 72 u)

ou nous avons noté 7; une triangulaire régulie¢re de Q et P;, P, les espaces
des polyndmes de degré respectivement 1 et zéro.

L’application de l’algorithme d’Uzawa pour le probléme (122) conduit
alors a:
e \}*! donné dans Y,
e\ *1 Fr+lconnus
(128) e calculer V .* ! minimisant & x(F2*1, ., N4+

124) e calculer F*! minimisant &£ x(. , V2+%], \2*!
m+ R m+1> “m

(ALG){ itérations

e actualiser 71 par :
[(125) AL = AL+ RATN(e(VEEY) — FI4Y

m+1 m+1/ -

Les caractéristiques de cet algorithme ont été données dans [8].
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Le probléme de minimisation en vitesses étant linéaire avec une matrice
symétrique définie positive on se propose d’examiner le probléme local non
linéaire en déformations (124). Celui-ci s’écrit :

o (Fith+ 23 ) + RATVFRTY = RATTe(VAh) 4 N

Soit en tenant compte de (125)
(126) AL+L € oTL* (F;:,:ll +4 2")

qui montre par comparaison avec (121) qu’a la convergence de 'algorithme
(ALG) %! correspond i la contrainte 3"+ 1.
En inversant (126) nous obtenons :

A A
2+ (S onthexh) = Frth e 5w
qui en tenant compte de (125) donne :

1 1 Lag
(&g )anshs | 2oatox -

1,_ A4 1 "

=e(VoiD) +§)\2+ +A AL

qui conduit en utilisant une formule d’intégration de Gauss pour approcher
le deuxiéme terme du premier membre a

1 1 n 4 n
a2) (g+g) AN+ T agE (@) an ) =

n

SVt AN AT

équation que nous avons résolu en utilisant une méthode de Newton. Il faut

noter que contrairement aux résultats de [8], celle-ci ne se réduit pas a une

simple équation algébrique, l’anisotropie introduite par x nécessite la
résolution d’un systéme de 3 équations a 3 inconnues.

Finalement les étapes de calcul des premiers termes o, et u, des

développements asymptotiques sont :

(@) calcul des fonctions de base Wy et W, ;
(b) boucle sur le temps n = i, ... N.

e 3", U" connus
e actualiser x"*!
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e calculer (Z"*1, v+l = (\%+1, v2+1) par (ALG)

e actualiser U"*! par:

Un+1__: U™ + At Vn+1

e actualiser o7 *! et ul*! par (22)

fin de la boucle.

Remarque

1. Blanchard-Letallec [3] montrent que lalgorithme que nous avons

décrit correspond en fait & une discrétisation implicite en temps du
probléeme en contraintes suivant :

-4 %’ € {36(2) +dl5((ry, ¢q5)(2)} dans  (LP(Q))
avec
m
p ] ,m=sup {2,q}
¢ = f (e(Z +x)) dQ
Q

et I 'indicatrice de I’espace :
S, (9)) = {Se L™Q))5LdivE + (f) =0,S.n= (g) surT,} .

Par ailleurs, ils font la commneciion entre des aigorithmes voisins du noétre et
les schémas de Douglas-Rachford, Peaceman-Rachford des directions
alternées (voir aussi Fortin-Glowinski [6] chap. 9).

2. La convergence de l’algorithme implicite en temps utilisé est donnée
dans Lions et Mercier [15].

6.2. Exemple numérique

Afin de situer la méthode d’homogénéisation en temps proposée par
rapport & I'approche classique, nous avons effectué deux calculs numéri-
ques : I'un avec la loi élastoviscoplastique avec un potentiel de Norton et
Pautre avec la loi de comportement homogénéisé en temps correspondante.
L’algorithme utilis€é dans les deux cas est celui décrit dans le paragraphe
précédent. Nous avons considéré une structure simple constituée d’une
plaque circulaire trouée en son centre (fig. 2). Celle-ci a été supposée
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p

P P
P

Figure 2. — Structure considérée.

soumise sur son rayon extérieur & une pression uniforme p variable dans le
temps de la forme :

p(t)=o04t si Osts<t,
200(t —¢y)

) — .
p@) a+amsm( 7

) si t=t 1 -
Les paramétres a et oy étant choisis de manicre a assurer la continuité de

p. Le maillage utilisé dans les deux cas considérés est représenté sur la
figure 3. ‘

-2 noeud étudié par la suite

élement
etudie par
la suite

QIA;LLLlAjAI ....... e

Figure 3. — Maillage utilisé¢ dans les deux cas de calculs.
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b. B
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g P
§ 4, H y /
— Jp'.
¢ 4

AT
3. 04 -
2.8 i l 1 1 T
ML} L] 1.08 1. 58 2. 84 2.50 3.00

tempsCen si

Figure 4. — Evolution du déplacement d’un nceud du maillage en fonction du temps ; ( —%— )
méthode classique, (—$—) méthode d’homogénéisation en temps, ( —+— ) réponse moyenne.

)
a.essJ
9. 080} fm& “,’% "Jw\&’
: / \ /;{ \ ¥
y ‘ SN
o I
€ 0.070 / I
= (/
5
£
Q
0. 068 - - - -
0. 050 T T T T T T -
.08 .58 1. 08 1.58 2. 00 2.50 3.00

tempa(en 3)

Figure 5. — Evolution de la contrainte radiale d’un nceud du maillage en fonction du temps ;
( =) méthode classique, ( —G— ) méthode d’homogénéisation en temps, ( —— ) réponse

moyenne.
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Cre

dJeformation
(=

\3\
\ /,/x
W

N

]
8.30 i i ! | i

1.00 i.58 2.00 2.58 3.00
temps(en s)

=
=S
o ~
(-]

Figure 6. — Evolution de la déformation radiale d’un triangle du maillage en fonction du
temps ; (—>—) méthode classique, { —C—) méthode d’homogénéisation en temps, (—+—)
réponse moyenne.

075
07

0.65

contrainte Opp

0.6

055 |

05 4 Iy 1 i 1 1 . 2 1
-5 04 -03 02 -01 O 01 Q2 Q3

taux de deformation €pp

Figure 7. — Evolution de la contrainte radiale d’un triangle du maillage en fonction du taux de
déformation radiale (—+— ) méthode classique, (—#ll— ) méthode d’homogénéisation en temps.
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Les symétries du probléme montrent que les champs de déplacement et
de contraintes ne dépendent que de la distance a lorigine et que
Uy =0, =0.

Les figures 4 et S donnent 1’évolution en fonction du temps respectivement
au déplacement radial et de la contrainte radiale o,, pour le nccud du
maillage de la figure 3. Nous représentons sur les figures 6 et 7 pour
I’élément du maillage hachuré sur la figure 3 I’évolution respectivement de
la déformation en fonction du temps et du taux de déformation en fonction
de la contrainte. Sur ces figures on constate le trés bon accord entre les
champs (o7, € (uT), uT) solutions du probléme P7 et les champs approchés
a%, ¢ (u%), u’. Signalons que dans le deuxiéme cas de calcul utilisant la loi de
comportement homogénéisée en temps le pas de la discrétisation du temps

est cinquante fois plus important que celui utilis€ dans le premier cas de
calcul.
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