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PRISE EN COMPTE D’UNE FORCE LINEIQUE DE FRONTIERE
DANS UN MODELE DE PLAQUES DE HENCKY
COMPORTANT UNE NON-LINEARITE GEOMETRIQUE (*)

par T. HADHRI (1)

Commumqué par R. TEMAM

Résumé. — On considere dans ce travail un modéle de plaques élastoplastiques régies par une
loi de type Hencky et on démontre un résultat d’existence pour le probleme aux déplacements Le
modéle comporte une non-linéarité géométrique et le chargement comprend une distribution
linéique de forces extérieures agissant sur une partie de la frontiére. Le cadre mathématique est
HB (hessien borné) pour le déplacement transverse et BD (déformation bornée) pour le
déplacement plan

Abstract. — We hereafter study a mathematical elastoplastic plate model of Hencky type. An
existence result for the displacement problem 1s proved The deformation considered here s a
non-linear expression of the displacements A plane load distributed on a part of the boundary of
the plate 1s taken into account The mathematical framework is HB (bounded hessian) for the
deflection and BD (bounded deformation) for the inplane displacement

I. INTRODUCTION

Nous poursuivons ici I’étude du probleme de plaque é€lastoplastique
présenté dans [4]. Le but du présent travail est de généraliser le théo-
réme 4.2 de [4] en s’affranchissant de I’hypothése F = 0. Rappelons que F
désigne la densité linéique d’efforts agissant sur la partie I', de la frontieére
de la plaque dans le plan de celle-ci.

La technique utilisée dans [8-13] pour d’autres problémes de plasticité, et
qui consiste & dualiser le probléme posé dans un cadre de fonctions
réguli¢res et a reformuler ’expression de la fonctionnelle énergie potentielle
en introduisant un champ de contraintes, (ou de contraintes généralisées),

(*) Regu en avril 1986, révisé en février 1987
(*) Centre de Mathématiques Apphquées, Ecole Polytechmque, 91128 Palaiseau Cedex
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458 T. HADHRI

plastiquement et statiquement admissible, ne s’applique pas pour notre
probléme & cause de la présence de la non-linéarité géométrique dans
I'expression du tenseur des déformations. Cette non-linéarité implique en
effet la non-convexité de la fonctionnelle énergie potentielle et par suite, la
difficulté d’utiliser les outils classiques de la dualité dans les problémes
convexes [3-10].

Néanmoins, si nous modifions les conditions aux limites sur le déplace-

ment transverse (ici g% sera libre sur la partie I', de la frontiére contenant le
support de la distribution de forces F), une technique de dualisation
partielle nous permet de démontrer un résultat d’existence pour le probléme
aux déplacements dans le cas ou la densité d’efforts F est non nulle.

Un autre résultat démontré dans ce travail est que ’ensemble des charges
statiquement admissibles est d’intérieur non vide ; ceci fait I'objet de la
proposition I1.1 et de la remarque 1I.1.

N s 0 c
Le cas ol la dérivée normale, a—g , du déplacement transverse n’est pas
v

libre sur I'; et ou la distribution de forces F agissant sur I', n’est pas nulle est,
a notre connaissance, un probléme ouvert.

II. POSITION DU PROBLEME ET DEFINITION DES CHARGES LIMITES

Considérons une plaque élastoplastique, de surface moyenne Q < R?,
soumise a une densité surfacique d’efforts transverses A f et d’efforts plans
Ag et a une densité linéique d’efforts plans AF agissant sur une partie
I', de la frontiere de 2. Le réel \ est appelé parametre de chargement. Le
systeme de forces extérieures va engendrcr un déplacement pian uw et un
déplacement transverse §. Les conditions aux limites « imposées » a & et u
sont les suivantes: la frontietre T de ) sera subdivisée en (I'),T,):
r=T,url, I'Nnl,=g . La plaque sera encastrée le long de T, et
simplement posée le long de I, :

a
u=u0,§=§0,5—§=§1 sur Fl

(I1.1) e s T

ou ug, & et & sont tels que :

JU e BD(R\Q) Uy, = 4
I1.2 _
( ) BQEHB(RZ\Q) elI-:EO et —g—glrxf—-‘gl.

Les définitions de BD et HB sont rappelées dans [13-2].
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UN MODELE DE PLAQUES DE HENCKY 459

N

La modélisation d’un tel systtme conduit & relaxer la condition de
Neumann le long de T';, [4], et & introduire le probléme d’optimisation posé
ci-dessous :

(IL.3)  Inf {&\(& u); (5 u) e HB(Q) x BD(Q), £|r = &)

AL4) ) = Lh(x(ﬁ), e(u) + 0 (E)) +

N Llhp(r;( X _4). Fu-u)ar
— AL (u) = NLy(§)

HB(Q) = {£e WM(Q) ;¢ e Mi(Q);1=<0a,B=2}

(IL.5) {BD(Q) = {(HeL'(@);ep) € M(Q);1<e, =<2}

ci-dessus M, (Q) est ’espace des mesures bornées sur ) et nous utilisons les
notations :

cap () = 5 (o, + o)
(I1.6) 1
Xuﬁ(g) = - g,aﬁ 5 waﬁ(g) = E g,ug 7{3/(1 + g,'y g,y)

h est l’extension aux mesures, cf. [5-6-13], de la fonction définie sur
R? x R par :

(H.7) h(X’ Y) = <(X’ Y)’ IIB(X’ Y)>R8xR8 -

1
) | TIp(X, Y)l;s

II; est le projecteur sur un convexe fermé borné B = R ¢ x R? ;

(11.8) .
B est le convexe d’élasticité et 0 € B .
(1.9) h(X,Y)= lim Lh(X,tY);
t— + 00 t
h, est la partie principale de 4 .
Vp e LY(T,), Bog(P) = pvo v , pour a, Be {1,2
(11.10) 1 e g 1.2}

1
Vg e L'(T}), F(q) = 3 (9o vg + gp va) >, POUTr «, B € (1,2}
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460 T. HADHRI

v = (v}, v,) est un champ de normales unitaires extérieures a Q.

L(u)= J g.udx+J F.udl,gel?(Q),Fel®([,)
(I1.11) @ T

L) = J;} fedx, fe LY(Q)

12(S) = [IL’(S)]’pour S = QouTetpe [1,+ o]
Wi = {7 = (1) € W* 744 = T, } pour tout espace W .

L’infimum apparaissant en (II.3) peut prendre la valeur — o0 pour
[N]| assez grand. Ceci nous améne a définir I'ensemble A des charges
admissibles pour le systéme :

(1112) A=i{reR, Inf (¢, u) - — 0
(g u)e HIB(G)E: BD(Q)
glr=

La proposition suivante donne des précisions sur I’ensemble A.

PROPOSITION I1.1 : L’ensemble A défini par (11.12) et (11.2, 4, ..., 11) est
un intervalle contenant zéro en son intérieur. Ainsi, les charges limites
définies par :

(I1.13) A=InfA, X=SupA,

vérifient les inégalités :

>

(I11.14) A<0<

Démonstration :

(i) Pour A € R et Ay € R+, on a, en utilisant (I1.4) :
A A
(11.15) gx(g,u)zx_oéao(g,un (1—;\-0 )é”o(é,u)-

Or on a, d’aprés [4], =0 et h,=0. D’ou, grice a [5-6] :
éaO(gy u) =0.

Cette inégalité et (II.12, 15) montrent que si A\g € A et si0 < \/\; < 1, alors
A € A. Ceci prouve que A est un intervalle.
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UN MODELE DE PLAQUES DE HENCKY 461

(i1) 11 nous reste a prouver que 0 € A.

Les propriétés des fonctions 4 et 4, énoncées dans [4], et la Proposition 1.1
de [6] permettent de prouver que :
J¢g=0, V(¢ u)e HB(Q)x BD(Q)),

L BX(E), &) + 0 (8)) = col X(®) 56 () + 0 (E)l oy

(IL.16) L‘hp("(?(g—ﬁ—gl),f(u—uo)) dr = ¢,

XJ
I‘1

Or, grice a (I1.6), on peut majorer le tenseur w(§) de la maniére suivante :

B(F-6) i F @ w)

P

ar.
RS

(I1.17) VEe HB(Q), Va,Be {1,2};
' 1
| wep (€)] <5 [dx] pp. xeQ.
En utilisant le Théoréme 4.1 de [4] et (11.4, 16, 17), on obtient :
(I1.18) Jd¢g=0,c;eR; V(§u)e HB(Q) x BD(Q)),
Elr,= &= Eo(& u)>coll& |l yp pp + €1 -

Par ailleurs la continuité des injections : HB(Q) — L*(Q), cf. [2], et:
BD(Q) —» L*(Q), cf [11-12-13], et la continuité de I'opérateur trace :
ue€ BD(Q) - vyo(u) € L), cf. [11-12-13], permettent de déduire de
(II.11) que:

(11.19) de; >0, |[Li(§) + L(w)| =& ull g 5p -
Finalement (II.4, 18, 19) donnent :
V(¢ u)e HB(Q) x BD (Q),
glr =& = &\(§ u)= (co— NI ull g pp + €1
La définition (II.12) de A permet alors de voir que
J-cofea, co/crl = A
et ceci acheve la démonstration de la proposition. W

Remarque 11.1 : On peut montrer, en suivant les arguments développés
dans la démonstration de la proposition II.1, que la charge Ilimite
\¢ définie dans la Proposition 4.1 de [4] est strictement positive. W
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462 T. HADHRI

III. SEMI-CONTINUITE INFERIEURE DE LA FONCTIONNELLE ENERGIE

La prise en compte de la non-linéarité géométrique par l'introduction du
terme o (£) dans I'expression du tenseur des déformations du plan moyen de
la plaque, e€(u) + w(£), conduit a une fonctionnelle énergie potentielle,
&\(&, u), non connexe. La technique basée sur la dualité et I'analyse
convexe et qui est utilisée dans [8], [13], [15] pour démontrer la semi-
continuité inférieure de la fonctionnelle énergie potentielle d’un solide de
Hencky soumis a des efforts extérieurs sur une partie de sa frontiére, ne
s’applique pas a notre probléme a cause de la non-convexité de &, (&, u).

Néanmoins la convexité de l'application & définie par (I1.7) permet de
montrer, grace a [S], [6], que I'application u — &, (£, u) est convexe. Une
technique de dualisation partielle, par rapport a u, nous permet alors de
surmonter la difficulté évoquée ci-dessus et de montrer la semi-continuité
inférieure de &,(&, u) pour une topologie faible de HB(Q) x BD (L),
lorsque la densité de forces F, agissant sur la partie I', de la frontiere, est
non nulle.

Commengons par démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION II1.1 : Sous les hypothéses de la Proposition 11.1, si le réel \
vérifie :
AeEA

alors 'ensemble des efforts normaux plastiquement et statiquement admissi-
bles & y(\) défini par :

(IIL.1) #y(A)={NeL®@Q), (O,N)eB pp. xeQ.
NﬂByB+)\gﬂ=0 dans Q,

Nogvg =NF, sur T,}
est non vide.

Démonstration : 11 est clair, par (II.5, 12), que pour A\ € A, le probléme :

Inf {&,(0,u)},

uelD(Q)

LD(Q) = {uel'(Q),em)e L'(Q),1<0a,B =<2}

admet un infinimum fini. La dualisation de ce probléme permet alors de
montrer, cf. [3, 4, 13], que:

Sup {_Jh*(O,N)dx+J NanB.u0]>—oo.
Ne&nNN) Q ry
ceci implique que &£y (N\) # @ et acheéve la démonstration. W
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UN MODELE DE PLAQUES DE HENCKY 463

Nous ne pouvons pas affirmer que la fonctionnelle &, définie par (I1.4)
est semi-continue inférieurement, pour la topologie faible de
HB x BD introduite dans [4], pour toute valeur du paramétre de charge-
ment \. En réalité les valeurs de A qui nous « intéressent » sont les valeurs
strictement comprises entre les deux charges limites A et N définies par la
Proposition II.1. Pour de telles valeurs de \, le théoréme suivant donne un
résultat de semi-continuité inférieure de &, permettant de démontrer, dans
la section IV, 'existence d’une solution pour le probleme (11.3, 4).

THEOREME 111.1: La fonctionnelle & et I'ensemble A étant définis par

(IIL.4, 6, ..., 12), pour N € A et pour toute suite de fonctions (&,,u,)
vérifiant :

(12) (&, 4,) € HB(R) X BD(R) &1 = & » €0 tnll s, 5 =< Cte

£, — £ dans WH1(Q) fort et dans L®(Q) faible * ,
(IL.3) u, - u dans L'(Q) fort et dans L*(Q) faible,
x (&,) » x (&) dans [M'(Q)} faible *,
(IIL.4) e(u,) — ¢ (u) dans [MNQ) faible *,
nous avons :
(IIIS) éa)\(g, u) < lim inf g)‘(gn, un) et §|F = go .
Démonstration :

(i) Commengons par introduire deux ouverts et , ayant, comme
I'indique la figure 1, les propriétés suivantes :

UNe=g {Nna=T,

(LIL6) Q, -=QUT,U Q]

QW =QUT, U
Figure 1.

vol. 22, n° 3, 1988



464 T. HADHRI

En considérant les fonctions 8 et U définies par (II.2), nous associons a
tout élément (&, u)e HB(Q) x BD(Q) Pélément (&, %) e HB(Q;) x
BD(Q,) défini par :

(I11.7) Ea)=(5u).1g+ (6,U). 14 .

Il est clair que ’hypothese (II1.3, 4) implique que la suite (£,, i, ) associée
a (&,, u,) par (I11.7) vérifie :

(I11.8) &, 1,) » (£, ) dans W'1(Q,)xL'(Q,)),

(x &), e(@,)) > (x(E), e(@)) dans [2'(Q)F

ou Z2'(Q,) est 'espace des distributions sur ;. Or la convergence au sens
des distributions d’une suite bornée d’éléments de M,(£2), vers une mesure
bornée implique la convergence de la suite dans M, () faible *. D’ou :

(IL9)  (x(&,), e(®,)) — (x (), e(@)) dans [M,(2,)] faible *

(ii) Nouvelle expression de la fonctionnelle énergie.
La proposition III.1 permet de choisir N dans Sy (M) qui vérifie, grice a
(I1.11) :
NeH(Q); H(Q) = {Ne [L*(Q)];,divN e L*(Q)} ,

et de réécrire, grice a la formule de Green portant sur BD(Q) x
H(Q) et donnée par le théoreme (II1.1) de [1], I'expression de la forme
linéaire AL définie par (II.11) de la maniére suivante :

~ ~

(I11.10) AL(u):J Ne(u)—J (Nv)udl.

Q r

Maintenant, en rassemblant (1.4, 6), (IIL.6, 7, 10) et en utilisant les
propriétés de localisation des fonctions convexes de mesures, cf. [5, 13], on
peut donner une nouvelle expression de &) :

E\(& u) = g(g, u)—ANL(§) + J; (Nv) uydl
Etu) ~ L h(x(E), £ (@) + 0 @)

(I1L.11)
- | B @)+ o)

_ fa Ne(u) — Ll (Nv)(uy—u)dr .
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UN MODELE DE PLAQUES DE HENCKY 465

En prouvant la semi-continuité inférieure de & dans la partie (iii) de la
démonstration, on obtiendra (II1.5).

(iii) Soit 8 =0 fixé. Introduisons l’ensemble A; et deux fonctions
@5, Py vérifiant :
Ay = {xeR*;d(x,T;) <3}

(HL.12) 95 € €(R?), Supp 95 < A5, 0 < @3 <11, ‘P8|r2 =Ly =1-¢;

et posons :

(UL13)  Ry(E u) — jn G h(x(®), £) + 0 (©)

| eNe@ - | e wyar.
Q I,

En utilisant [1, 6, 13], on peut montrer que & — R; est s.c.i. pour la
convergence (II1.3, 4) ; d’ou :

(IL14) &6 u) <lim {E (&, u,) — Ry(&nr u,)} + Ry(E, u) .

Par le théor¢me de convergence dominée de Lebesgue, il est clair que :

(I11.15) lim Ry(&, u) =0
8350

puisque, par (II1.12), lim ¢s(x) = 0 pour tout x € Q U T;.
B—}O

Il nous reste a majorer le terme — R;(§,, u,) figurant dans (II1.14).
Un calcul simple nous donne & partir de (II.7, 8) Pexpression de la
fonction ~*, conjuguée de Fenchel de A :

. %|S,T|zsi (S, T)e B
VS, TYeR{ xRy, h*(S,T) =
+ oo sinon.

D’ou pour (S, T) € B, I'inégalité :
—h(X,Y)+X.S+Y.T=+ % 1S, T|2 .

En utilisant [1-6-13], on peut démontrer que I'inégalité ci-dessus reste valide
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lorsque Pon fait I'extension de la fonction # aux mesures. D’apres (I11.1),

(0, N) e B[dx] — p.p-x€ Q, et on a donc:

(111.16) - L s h(x(&,)s e (u,) + w(§,)) + L @5 Ne(u,)
=- J;’). @5 wop (§,) Nog dx + % J;l ‘P5|N|2dx :

Or il est clair, d’apres (I1.6), que :

1
VeEe WhI(Q), |ouE)] < 5 [dx] — p.p.
D’ou, en regroupant (I11.13, 16) :
1 1 5
(1)~ Ry =} | oF Nasldrs] [ aiNPas
Q of )

+ Jrl cps{(Nv)(uO—un)—hp<"G(Z—%l—:gl),ﬁ(uo—un))} dr .

Ci-dessus l'intégrale portant sur I' est négative ou nulle pour des raisons
analogues a celles évoquées dans la démonstration de la Proposition 3.3 de
[4]. 11 ressort alors de (II1.12, 17) que

(I11.18) —Rs(§,,u,)<c.d

ou ¢ est une constante positive indépendante de n et de 3.
Maintenant, en rassemblant (III.14, 15, 18), on obtient :

E(& u)< lim inf & (&, u,) + ¢y d

n— o0

ol ¢, est une constante indépendante de (n,3). Ceci donne la s.c.i. de
é et permet d’achever la démonstration. M

IV. RESULTAT D’EXISTENCE

Nous avons défini dans la section II ’ensemble des charges admissibles,
A, et nous avons montré, dans la proposition II.1, que A est un intervalle
d’extrémités A et \.
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UN MODELE DE PLAQUES DE HENCKY 467

L’hypothese dite de « charge siire », que I’on rencontre toujours dans les
problémes de plasticité, [7-8-9-12], se traduit ici par :

Iv.1 re I A

Nous allons démontrer dans cette section que pour toute charge sire A, le
probléme aux déplacements (II.3) admet au moins une solution.

THEOREME IV.1: Les charges limites \ et N étant définies dans la
Proposition 11.1, pour \ satisfaisant (IV.1) et pour

feLl(9),gel’(Q),Fel®(I,),
le probleme (11.3), (I1.2, 4, ..., 11), admet une solution.

Démonstration : Soit (§,, u,) une suite minimisante pour le probléme
(I1.3). La technique utilisée dans la démonstration du théoréme 4.2 de [4],
cf. aussi [13, 15], permet d’extraire une suite vérifiant (III.2, 3, 4). Le
résultat du Théoreme III.1 permet alors de conclure. W
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