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HOMOGENEISATION DE FRONTIERES PAR EPI-CONVERGENCE
EN ELASTICITE LINEAIRE (%)

par Alain BRILLARD (), Miguel LOBO (?), Eugenia PEREZ (?)

Communiqué par E. SANCHEZ-PALENCIA

Résumé. — Un corps élastique homogene est fixé sur des zones de taille r,, réparties -
périodiquement sur une partie 2 de sa frontiére. On étudie, a l'aide des techniques d’épi-
convergence, le comportement limite, lorsque ¢ tend vers 0, de ce corps élastique. Sur 2 ce
comportement limite peut étre la liberté totale, la fixité parfaite ou un comportement
intermédiaire entre ces deux situations précédentes, selon la taille des inclusions. Une taille
critique r¢ = €2 des inclusions est exhibée. On examine, enfin, le comportement asympiotique de
la solution du probléme de Signorini associé.

Abstract. — An homogeneous elastic body is stuck on identical zones of size r,, e-periodically
distributed on a part 3. of its boundary. The asymptotic behaviour, when € converges to 0, of the
body, is described, through epi-convergence methods. Along 3., this limit behaviour may be
either the total freedom either the complete stickness or an intermediate situation, depending on
the size r, of these inclusions. A critical size r° = €? is exhibited. The last part of this study deals
with the limit of the solution of Signorini’s problem in this present context.

1. INTRODUCTION ET POSITION DU PROBLEME

Soit £ un ouvert borné de frontiére lipschitzienne de R*, dont une partie
3 de la frontiere 3} est contenue dans le plan x; = 0. Soit I' = 3Q — X et
Iy, T, deux ouverts de ' tels que I’ = T; U T, avec mes (T',) > 0. Soit 7 un

ouvert de frontiere réguliere de R?, contenu dans le disque unité
B,(1) de R
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6 A. BRILLARD, M. LOBO, E. PEREZ

_Au centre x,, de chaque maille d’un réseau rectangulaire de taille ¢ et
recouvrant X, on place un r.-homothétique T, de T (0 < r, < ¢/2), selon le
schéma suivant :

{l’

L’ouvert Q est occupé par un corps élastique homogéne, fixé sur
I', et sur chaque zone T,, (r est compris entre 1 et R(e), R(e) étant le
nombre de zones de fixation contenues dans 3 ; R(e) est équivalent a aire
(2)/€?). Le corps élastique est libre sur 3 — U T,, et sur I';, et soumis a

r

des forces extérieures f, f = (fy, f2, f3) appartenant a (L%(Q))>. Nous
noterons ¢ la quantité lim (r./&?).

e 0
Soient
_y 1 [ du, du, ) .
e () = 3 ( o, + =, > (tenseur des déformations) ,
0;;(7) = a;jun exn (@) (tenseur des contraintes) ,

ou les coefficients g;j, satisfont les conditions habituelles de symétrie et
d’ellipticité en élasticité linéaire (cf. [2], [11]). Nous avons adopté la
convention de sommation des indices répétés.

Nous étudions le comportement asymptotique, lorsque ¢ tend vers zéro,
de la solution du probléme suivant :

) e .
a—xj(rij(u )+ fi=0dansQ, i=1,2,3,

uf =0sur Iyul JT,,
(1.1) .

G,](ﬁs)n] =0 sur Fl ,

op(@)=0sur 2\ _JT,,

ou 7 est la normale extérieure a I';.
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HOMOGENEISATION DE FRONTIERES 7

La formulation variationnelle du probléme (1.1) est:

(1.2) Min < % L 0,;() e;;(@) dx + By _(q)(@) — L, f. .dx> ,

ne (H(Q))

3y _(a) €tant la fonction indicatrice de I’espace V. (£2) obtenu par fermeture
dans (H'(Q)) de {me (C'(@))*/m =0 sur U |_J T}

Soit @* l'unique solution dans V. () du probleme (1.2). Grace aux
propriétés d’ellipticité des coefficients a;;, et a I'inégalité de Korn dans €2
(cf. [5]) on obtient que la suite (&°), est bornée dans (H'(Q))>.

Dans [8, 9] on démontre par les techniques d’analyse asymptotique
formelle que le probleme limite est :

2 (@) + fi=0dans Q, i=1,2,3,

ox;
(1.3) ul=0surTl,,

o,;@)n; =0surl,
(1.4) 0,3(@) +cCijul=0surS si c=0,
(1.5) u)=0surs si c=+o0,

ol C = (Cyjj),j=1,2,3 est la matrice symétrique et définie positive dont les
coefficients sont donnés par 1’expression :

19 Cu= [ oy, W, W)ty k=123,
IR"‘

W* étant la solution du probléme local (cf [9]),

2 o, (W& =0dansR3*, i=1,2,3,
ay] ’

Wk = e sur T,

ci3’y(VT/")=0 sur R?-T,

Wk(y) - 0’

|y]| =+

(1.7)

y3>0

(e* est le vecteur tel que : ek = 3, i, k=1,2,3, et , est le symbole de
Kronecker).

vol. 24, n® 1, 1990



8 A. BRILLARD, M. LOBO, E. PEREZ

La formulation variationnelle du probleme (1.3), (1.4) est:

(1.8) Min (%J Uij(ﬂ)eij(ﬁ)dx+%cf Ciju;u;d2 +
ne (HY(Q)) Q )

+ By ) (@) - L f.a dx> .

La formulation variationnelle du probléme (1.3), (1.5) (¢ = 4+ o) est:

ne (H(Q)) Q Q

ou I'espace V () est obtenu par fermeture dans (H'(Q))’ de Iespace
D= {ne (CD))y/a=0 sur Iy} et
Vo(Q) = {meV(Q)/a =0 sur 2}.

Dans la deuxiéme partie de cet article nous démontrons, en utilisant les
techniques d’épi-convergence, le résultat suivant :

THEOREME 1.1 : La suite (°),, u® solution du probléme (1.2), converge
dans la topologie faible de (H*(Q))? vers u° solution de (1.8) si ¢ = 0, et vers

a%" solution de (1.9) si ¢ = + .

Il apparait donc une taille critique des zones de fixation r¢ = €2 Si les
zones de fixation ont une taille « petite » (¢ = 0), le corps élastique se
comporte asymptotiquement comme un corps libre sur 2 ; si les zones de
fixation ont une taille « grande » (¢ = + 00 ), le corps se comporte asympto-
tiquement comme un corps fixé sur % ; entre ces deux situations apparait un
comportement asymptotique intermédiaire entre la liberté et la fixation
totales.

Le terme étrange qui apparait dans le probléme limite (1.3), (1.4), pour
¢=0, dépend de la taille des zones et de leur forme (cf. le probléme
« capacitaire » (1.7)). Nous indiquons dans ce cas (¢ > 0) le correcteur du
premier ordre. Le résultat que nous obtenons est comparable aux résultats
établis antérieurement, dans des situations voisines ([3] et [13]).

Dans la troisieme partie nous considérons le cas particulier r, = ae,
a = 0. Dans cette situation, la convergence de u* vers @’ a lieu dans la
topologie forte de (H'())®. Nous précisons la vitesse de convergence des
suites (a° — a°"), et (&@]y).-

Dans la quatrieme partie nous décrivons le comportement asymptotique
de la solution du probleme de Signorini associé. Cette description est
également faite a l'aide des techniques d’épi-convergence, dont nous
rappelons maintenant la définition et les proprié€tés essentielles.
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HOMOGENEISATION DE FRONTIERES 9

DEFINITION 1.2: Soit (X, ) un espace métrique. Soient F*® et F des
fonctionnelles définies sur (X,7) a valeurs dans R U {+ c0}. La suite
(F*®), épi-converge vers F si et seulement si les assertions suivantes sont
satisfaites :

1) Pour tout x € X, il existe une suite (xg), qui T-converge vers x et telle que
lim sup F®(x§) < F (x).

e-0

2) Pour tout x € X et pour toute suite (x%), qui T-converge vers Xx,
lim inf F*(x®) = F (x).

£e—-0

L’adéquation de 1’épi-convergence a I’analyse limite de problémes de
minimisation est explicitée dans la proposition suivante (cf. [1], [4]).

PROPOSITION 1.3 : 1) Supposons que le probléme Min F®(x) ait une
xeX

solution x*. Si la suite (x*), est relativement compacte dans la topologie ~ et si
la suite (FF), 7-épi-converge vers F, alors toute valeur d’adhérence

X de (x®). dans la topologie ~ vérifie F(X)= Min F(x). De plus
xeX

lim F¥(x*) = F(X) ot (x%), est la sous-suite de (x). qui converge vers
e’ =0

X dans la topologie .
2) Supposons que (F*), v-épi-converge vers F et que G soit une fonction
continue dans X. Alors (F®+ G), v-épi-converge vers F + G.

L’intérét d’utiliser ce cadre variationnel est de fournir simultanément le
probléme limite (qui est un probléme de minimisation) et la convergence de
« I’énergie totale ».

2. CONVERGENCE DES SOLUTIONS ET CORRECTEUR

Soient F¢, F les fonctionnelles définies dans (H'(Q))’ par :

~

(21) F*(@) = o0,(@)e;@)dx +3y q)(@),
v
(22) F(a) = (rij(ﬁ)e,-,-(ﬁ) dx + ¢ J Cij u; uj d2+av(0)(ﬁ)
JQ >
si ¢=0,
(23) F(L—l) = (T,](a) e”(ﬁ) dx + SVO(Q)(Q) si ¢c=+4+ 0.

vol. 24, n° 1, 1990



10 A. BRILLARD, M. LOBO, E. PEREZ

Comme la suite (%°), est bornée dans (H'(Q))?, ol & est la solution du
probleme (1.2), nous sommes amenés a étudier la T-épi-convergence de
(F®), quand 7 désigne la topologie faible de (H*(Q))? (cf. Proposition 1.3).
La construction des fonctions tests introduites dans la Définition 1.2 utilise
la solution W* du probléme local (1.7) a partir de laquelle nous définissons
la fonction Wk © :

(2.4) Wke(x) =2k - Wr(x/r)) VxeR*".
Nous avons les estimations suivantes :
LEMME 2.1 : Il existe une constante K telle que Ny e R** :
1 1
wk sK( + ) ;
WO =K\ 75, 30, 77

1 1
|D; Wiy)| < K( 16,77 + 20, T) ) ,

et VxeR**,i,j,k=1,2,3:

k Wk ( )l K e rsz
ek _ koo (s = + ’
|ef — W d(x, T,) d(x, T,y
‘. IR ’g'
|D,- Wi (x)l =K + ’

d(x, T, d(x,T.)

Démonstration : Remarquons que si W* est la solution de (1.7), alors (cf.

oD :

(2.5) Wk = — a,3(WF )| * Gj;

l] >
ol G;; est le tenseur symétrique de Green pour le milieu homogéne
cons1dere * désigne la convolution entre un élément de H~Y?(T) et un
élément de HY*(T).

Dans [7], le tenseur de Green est donné explicitement pour un milieu
homogene et isotrope (cas des coefficients de Lamé) :

2

GH=a<2(1—U)P+Z+x229(gp+2);‘2 ) (0 = (2+y2 + 22",
p(p+2) p°(p +2)

2p((rp+z)+z

1-20)

Gp =« xy, G =a("_2_"(__),
2 ( p’(p+z)° ) Y B p°  plp+2z)

2(1—-0o)p+z 22p(0p+z)+22>
Gy =a + ,
2 ( p(p +2) Y p’(p +z)*

Y, y(1—20)> <22 2(1—0))
Gy =af =£- , Gy=ol|l Z+2— 1) |
z <p3 p(p +2) » P’ P
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HOMOGENEISATION DE FRONTIERES 11

avec a = (1 +0)/2wE, o (resp. E) désignant le coefficient de Poisson
(resp. le module d’Young) du milieu considéré. On remarque immédiate-
ment que Vi, j, Il =1, 2, 3:

(26) lGij(x9y!Z)| sTe et IDI Gij(x’yrz)l sp_ze,

ou Cte est une constante ne dépendant que de o et E.

Dans le cas plus général d’'un milieu homogéne mais anisotrope, ces
estimations ponctuelles sur la fonction de Green et ses dérivées premiéres
résultent d’'une « analyse dimensionelle » (cf. [7] ; page 42).

Les estimations indiquées sur la solution W* de (1.7) sont alors déduites
des estimations sur la fonction de Green (2.6) via la formule (2.5) (cf. [9]).

Les estimations sur la fonction W*¢ sont déduites des estimations sur
W* a laide du changement de variables: x = r, y. |

Nous utilisons également un résultat dd 2 Marchenko et Hrouslov [10]
page 134 :

LEMME 2.2 : Soit (z°), une suite d’éléments de H(Q) convergeant vers z
dans la topologie faible de cet espace. Alors :

. 1J ¢)2 ) 1J 2
lim | = zf|*dx) =z | |z]|*°dZ,
a_,o(S EEI | 2)s

on 3, = {xeQ/d(x,2)<¢e}.
PROPOSITION  2.3:  Supposons c¢=0. Pour tout U de
D= {ae (C')y/a|, = 0} et pour tout € >0 il existe une suite de
2

fonctions (D)., Uy appartenant a V (), vérifiant les propriétés suivantes :

1) 5§ - U dans (HY(Q))*-faible.

e—~0
e-0JQ Q 3

ou C est la matrice définie par la relation (1.6).
3) Il existe une constante K indépendante de ¢, telle que pour tout
U appartenant a V () et tout U® appartenant a V .(Q) avec U*— U dans

e—-0
(HY(Q))’-faible, on ait :
lim i;lf Jﬂ 0;;(05) €;;(T°) dx = J‘n 0;;(7) ¢;(U) dx —

-K “ U” (LZ(Z))3 ”E ” (LZ(Z))3 .

vol. 24, n° 1, 1990



12 A. BRILLARD, M. LOBO, E. PEREZ

Démonstration : Soit ¢ appartenant 2 C®([0, 1]), 0 < ¢ <1, ¢ & support
dans [0, 1/2], ¢ identiquement égale a 1 dans [0, 1/4].

|x — x| + 7.
Notons ¢, (x) = ¢| ————

e/2

maille Y, du réseau recouvrant 3, Y, =x,., + [

>, ou x., est le centre de la r-iéme

€ €

2
—5,5] . ¢, est une

fonction réguliére a support dans B, (xs,, 781 - rs) et identiquement égale a 1

dans B, <xg,, % — re> . Enfin, soit ¢, la fonction définie sur X par juxtaposi-

tion des ¢,,.
Notons B;(R)" = B3(R)NR**, VR=0,

BS(xsrs 8)+ = BB(Xsra 8) N R3+
et posons pour toute fonction réguliere T dans D :

(x) - (@ - W*(x — x,,)) @,,(x) v, (x) dans B;(x,,, £)*,
2.7) T5(x) = (x)dans @ — |_) Bs(x,,, £)* .

Trivialement, 0§ appartient a V_(Q). De plus, en effectuant le changement
de variable y = x/r,, on obtient :

- — Ie - -
J‘ (Tl‘j(Wk‘S)eij(Wk’E)dX$K—2 Ul](Wk) eij(Wk) dy
) BsCrepr o) & B/

et en utilisant les estimations du Lemme 2.1, on obtient la convergence
faible de la suite (7§), vers T.

On établit alors :
(%) f 01, (B5) €, (F5) dx = j 01, (0) () dx +
O 0
+ J (rij((ék — V_Vk’e) Q. V) eij((é’ — W’e) ¢, v)dx + o,
0
0
. J 0 (@ = Wor) 0,) (@ — W-*) @) 0 v, dx + o,
0
avec o,— 0.

€0

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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HOMOGENEISATION DE FRONTIERES 13

Utilisant la régularité de U, on obtient :
F(75) = J 0;;(0) €;(T) dx + ) [vx(xe,) 01 (x,,) %
Q r
| @ - e e (@ W) 6, dx] o,
B3(xsrv5)

=f cri]-w)ei,-(ﬁ)dxwuzf vkv,dx[%f 0 (@ — WH*) 0.) x
0 r Y., B](E)+

X e,-j((é’ - Wwhe) <pe)dx}+ o, .

A Taide des estimations du Lemme 2.2 et de la définition de la fonction
@, il vient :

F(o5) = L 01y (0) () dx +

+ZJ vkvldx(izj G'ij(Wk’e)eij(Wl’E)(Pzdx) + 0,
r Ysr B3(S)+

€
d’ou

lim FE(UB) = J‘ Ul](ﬁ)el](ﬁ)dx+cj ij Uk UI dz,
Q 3

e=0
ou C est la matrice définie en (1.6). La deuxiéme assertion de la proposition
est donc démontrée.

La démonstration de la troisi¢me assertion de cette proposition utilise a
nouveau les estimations du Lemme 2.1. Soit (U®), une suite convergeant

vers U dans la topologie faible de (H!(Q))’, avec U® appartenant a
V.(Q2):
J 0;;(05) €;;(U°) dx = J 0;;(0) e;(U°) dx +
Q Q
+3 o-ij((ék_Wk’E)‘Psrvk)eij(Us)dx+oa
r 33(x£,,e)+

= j (r,-l-(v)e,-,-(ﬁ) dx+ A, + o,
[0}

vol. 24, n° 1, 1990



14 A. BRILLARD, M. LOBO, E. PEREZ

avec

AE:Z Uij((ék—Wk’e)¢ervk)eij((7€)dx~
r B3(x5,, E)+

Compte tenu de la convergence :

(eF - Wke) ¢, v,—0 dans (H'(Q))*faible ,

e-0

établie précédemment, ce terme A, peut s’écrire :
R (G Ao TR ST
r B3(xsn 5)+
et en développant :
A, = ZJ aii(Wk’E)eij(l_]S)@s,dex+
r B3(XEI’ £)+

1 —k _ pk.e & prk.e
+3 D J ;11 (Dy @, (X — Wo°), + Dy @, (85 — Wo*))
r B}(xer1€)+
x e;(U*) vy dx + o, .

Griace aux estimations du Lemme 2.1, on obtient :
As = ZJ o'ij(Wk’E)e,-]-(ﬁz)cps,vkdx—i—os,
r BS (xsn 5)+

puis en intégrant par parties, en utilisant la définition de W* ¢ et le fait que
¢, soit identiquement nulle sur 3B;(x,,, ), on obtient :

As = Z Gij(Wk’E) UjSDi ‘Psrvkdx"'os'
r B3(x€,,8)+

Les estimations du Lemme 2.1 donnent :

|A,| <KL f |0*||5dx + o, .
%

€ v
On utilise alors le résultat du Lemme 2.2 :

fim s:)lp 4] < K| U] (LZ(z))’Hv I ezsyy

et la proposition est démontrée. |
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HOMOGENEISATION DE FRONTIERES 15

Remarque 2.4
Une premiére idée, pour construire la suite (Dj), apparaissant dans la

Proposition 2.3, consisterait a utiliser la solution w* du probléme :

(2.8) Min J o, (W) € () dx ,
® e (H'(B3(e)")) ¥ Bs(e)*
w = 2% sur 8B; (e )*
w=0surT,
ou 333(£)+ = aB:;(E) N {X3 >O} .

Il semble toutefois tres difficile de calculer w*, méme dans le cas

particulier important des coefficients de Lamé avec T = B, (1). Il semble

également difficile d’obtenir des estimations sur cette solution w¥, analogues

a celles établies par Marchenko et Hrouslov, pour les solutions des systémes

elliptiques (cf. [10], Lemme 2.2). Notons toutefois la proposition suivante.

|

PROPOSITION 2.5 : Soit w* la solution du probléeme (2.8) et ¢ =0. Le
coefficient Cy; donné par la relation (1.6) est égal a :

Cy= lim (%J aij(wf)eij(wg)dx>/c.
Bs(s)*

e—>0 \ &

Démonstration : Pour tout R > 2, k=1, 2,3, soit W*F la solution du
probléme :

Min j o; (W) e;(w)dy,
we (H'(B;(R)")) Y B3(R)*
w =2*sur 3B;(R)*

w=0surT

ol 8B;(R)* = 3B;(R) N R>*. Notons :
Ci = J o (WeR) e ;(WhRydy , k,1=1,2,3,
B3(R)*
Compte tenu du fait que W* est la solution d’un probléme de minimisation
(cf. [9]) on obtient les inégalités :
Cus<CR<CR<C} VR,R:2<R<R', k=1,2,3,
ce qui démontre la convergence de (W*R), vers W*, R - + o0, dans la

3
norme ) ||eij(‘_‘)||L2(R“)'
i,j=1

vol. 24, n° 1, 1990



16 A. BRILLARD, M. LOBO, E. PEREZ

Effectuant le changement de variables x = r,y dans lintégrale de
I’énoncé de la proposition, il vient :

1 __k _] T, r /e
- oij(we)ei'(we)dx: _Ckl/ >
2 i 2
€ JBy(e) €
d’ou le résultat de la proposition. ]

Notre résultat principal est énoncé dans le théoréme suivant :

THEOREME 2.6 : La suite des fonctionnelles (F*), définies en (2.1) 7-épi-
converge vers la fonctionnelle F, ou F est définie par la relation (2.2) si
c=0, et par (2.3) si c = + o0 ; 7 est la topologie faible de (H'(Q))>.

Démonstration : La démonstration du théoréme repose sur la vérification
des deux assertions de la Définition 1.2. On considére les deux cas
c=0etc=+00:

Premier cas: c¢=0. Supposons que U appartient a D,
D= {a e (C'(Q))/uly, = 0}. L’assertion 2) de la Proposition 2.3 affirme
Iexistence d’une suite (T;). (U5€ V.(Q)) convergeant vers ¥ dans la
topologie faible de (H'(Q2))?, telle que :

lim F&(Tg) = F(D) .
e0

Supposons que U appartient a V(£). Il existe alors une suite (7"),
d’éléments de D convergeant vers U dans la topologie forte de (H'(Q))%.
Pour chaque n, I’assertion 2) de la Proposition 2.3 affirme I’existence d’une
suite ((7");), convergeant vers 5", dans la topologie faible de (H'(Q))’ et
telle que :

(2.9) lim Fe((v")5) = F (3") .

£ — 0
Par suite :

lim lim F((®");) = F(v),

n-+o e=0

puisque F est continue dans la topologie forte de (H'(Q)).

L’argument de diagonalisation du Corollaire 1.16 de [1] prouve I’existence
d’une sous-suite ((T"®))3),, avec (")) appartenant a V,.(Q), ((T"®)).
convergeant vers U dans (H'(Q))*faible, et telle que :

lim sup F*((®"®))§) < F (D).

£-0
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La premiere assertion de la Définition 1.2 est donc démontrée avec
vg = (0"®))s. Vérifions la seconde assertion :

Soit ¥ un élément de I’espace V (2) et soit T° appartenant a V() telle
que (7°), converge vers U, dans (H'(Q))’-faible. Soit (3"), une suite
d’éléments de D convergeant vers U dans la topologie forte de (H'(Q)).
Ecrivons :

(2.10) Fo(@") = F*((@")5) + (3F°((@")5), o — (¥")5) >

ou (7"); est la fonction de V (Q), associée a 9" par la Proposition 2.3 et

(OF (@0~ %) = | 0y (")) 0" ~ (07 .
o
L’assertion 3) de la Proposition 2.3 implique :

(2.11) lim inf (3F°((T")§), ° — (0")) =

e0

= L 0, (") (8 — 0" dx — K||0"[| 25510 = 0" 2z

On obtient donc, grace a (2.9), (2.10) et (2.11) :

liminf F*(?°) = F(?") + J o;(0") e;(T — ") dx —
Q

e-0
= = =n
= KN gagmyp 17 = 7" oy
11 suffit de faire tendre n vers + co. Les propriétés de (7"), entrainent :

lim inf F*(?°) = F (D)

e-0
et la seconde assertion de la définition de 1’épi-convergence est vérifiée.

Deuxiéme cas: ¢ = + 0. Pour toute fonction 7 de V(Q) et pour tout
K=0o0na:

(2.12) F(?) = F5(v),

ou F§ est la fonctionnelle définie par (2.1), pour r, = Ke?.
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18 A. BRILLARD, M. LOBO, E. PEREZ

Soit ©° appartenant a V. (Q), avec (?°), convergeant vers U dans
(H'(Q))*-faible. De P'inégalité (2.12) on déduit :

lim inf F*(?°) = lim inf F5(3°) =
e-0 e-0

= L) 0,;(0)e;(0)dx + K L C;jv;v;d2 .

Compte tenu du fait que la matrice C est définie positive on obtient que
pour toute fonction T de V (€2) non nulle (presque partout) sur X :

lim sup F®(?°) = lim inf F*(7°) = + o0 .

e-0 ]

En revanche si 7|z est nulle, on établit immédiatement :

lim inf F*(7%) = J 0,;(7) e;(7) dx ,
Q

e—-0

donc lassertion 2) de la Définition 1.2 est démontrée ; l'assertion 1) se
vérifie en prenant pour toute T de V(Q), 7§ identiquement égale a

v. . [ |
Remarque 2.7

Comme conséquence du Théoréme 2.6 et des résultats d’épi-convergence
énoncés dans la Proposition 1.3, on obtient le résultat du Théoréme 1.1.
De plus on a: si ¢ =0 (resp. ¢ = + o) la suite (a°), converge vers
7° (resp. #°") dans la topologie forte de (H'(Q))?, ou @, @°, #°" sont les
solutions des probleémes (1.2), (1.8) et (1.9) respectivement. Dans le cas
¢ = 0 nous donnons maintenant un correcteur du premier ordre. ]

THEOREME 2.8 : Soit ¢ = 0 et ¢, la fonction obtenue par juxtaposition des
fonctions ¢, définies en (2.7) :

1) Si @° appartient a (C'(Q))%, la suite (@ —a° + (85— W *) ¢, u),
converge vers 0 dans la topologie forte de (H'(Q2)) .

2) Dans le cas général, la suite (a° — @® + (¥ — W**) ¢, ul), converge
vers 0 dans la topologie forte de (W:1(Q))’.

Démonstration :

1) Avec la notation (2.7) la fonction 7 — @° + (&% — W**) ¢, u s’écrit
u° — (@°);. Sous les hypotheses faites ici, la suite (7% — (° ). converge vers
0 dans (H'(£2))’-faible. De plus, la Proposition 2.3 implique :

lim inf J 0,-]-((110)5) e;(a" — @)§) dx=0.
e—0 Q
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Comme par ailleurs, en utilisant la formulation variationnelle du probleme
1.1): A

lim | o0;(a°) e (@ — (@°)5)dx =0,

e->0 v
on conclut a 'aide de I'inégalité de Korn dans 2.

2) On utilise un argument déja employé dans [3] et [13]: soit

(@"), une suite de fonctions de (C!())’ convergeant vers #’, dans la
topologie forte de (H*(Q))°. Ecrivons :

7 = @5ll sy = 17 = @l ysgayy +

_ -0 —k 7k, € = 77
18 = 2 sy + || = W) ee@ ~ “n)"H(W“(n))’ '

Grice a la Proposition 2.3, on établit immédiatement :

€ —

avec o(n) — 0. Gréace aux estimations ponctuelles du Lemme 2.1, on
n—+

prouve la convergence suivante :

lim H(Ek - Wk,e) ‘pe(ﬁo - u”)k”(wl,l(ﬂ))S = o(n) . u

e—~>0

3. LE CAS PARTICULIER r, = ae (0 <o <12)

Dans cette situation particuliére, la suite (7°), converge vers @’ , dans la
topologie forte de (H*(Q)) (cf. Remarque 2.7). La suite (#°| 5), converge
donc vers 0, dans la topologie forte de (L*(2))’. L’objet de ce paragraphe
est de préciser la vitesse de convergence de cette suite vers 0. Les résultats

de ce paragraphe sont analogues a ceux de [13] concernant le probléme
scalaire, c’est-a-dire le probléme de minimisation :

Min (lj |Vu|2dx—J fudx).
ue HY(Q) 2 0 Q

u=Osur1"2UUTE,
r

Nous supposerons que I'; est vide, ce qui signifie que le corps élastique est
entierement fixé sur la partie I' de la frontiére de Q non contenue dans le
plan {x; = 0}. Nous supposerons aussi que () est trés régulier de sorte que
7°" appartient a (H*(Q))* et o,3(2°") appartient 3 L%(Z), pouri =1, 2, 3

(cf. [2], [11]).
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20 A. BRILLARD, M. LOBO, E. PEREZ

Les estimations suivantes précisent la « vitesse de convergence » de
@), vers 0.

PROPOSITION 3.1: 1) La suite < %EE | 2) est bornée dans (L*(2))’.

2) La suite ( 2 (@ —-um ) converge vers 0, dans la topologie faible de
€ €
(H'(Q)).

Démonstration : En utilisant I’existence d’une constante K indépendante
de ¢, telle que pour toute v de H'(Q), v = 0 sur \ Ter:
r

J uzdxsKez( |Vu|?dx,
3

E Jzi

(3.1)

f u?ds < Ke J |Vu|?dx .
b3 >

(3

(cf. [13], Lemme 3.4), on obtient, compte tenu de I'inégalité de Korn:

J |a°|? d2 < Ke f |V (@ — )| dx
) s,
= Ke j o; (@ — a’") e; (@ — ') dx
o
< Ke [ loa@ —a”)| | @ - a°"),| d> .
>
Par suite, grice aux propriétés de régularité de @’ :
—e12 —0* — —0*
[ 117 a3 < Ko@)l ) 15 =
et l'assertion 1) de la proposition est alors démontrée. Remarquant que :

lj o @ —a”) e; (@ —a")dx = —lj o (@)@ - w’"); d% ,
€ Ja €Js

on établit que la suite <% @ — " ) reste bornée dans (H'(Q)).
€ I3
Comme ( —}5 @ —a)| 2) converge vers 0, dans la topologie forte de
€ €

(L*(Z))%, on obtient la convergence de L@ -2y vers 0, dans la
17 .
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topologie faible de (H'(Q))?, donc Iassertion 2) de la proposition est
démontrée. |

Pour achever I’étude de cette situation particuliére, il nous reste a

déterminer la limite de la suite (%u512> pour la topologie faible de

(L?(2))’. Nous sommes naturellement amenés a introduire la fonction
Zk, k =1, 2, 3, solution du probléme local :

%oi/yy(zk)=0dansG:Yx O, +w), i=1,2,3,
]

Z,-" =Qsural,
0p3,,(Z) =8y sur Y — oT,

(3.2)

ZF Y-périodique ,

ou Y est le carré unité de R?: Y = (— % , % ) x (— % R % ) , et Y-périodique
veut dire périodique par rapport aux deux premiéres variables.
Le probleme (3.2) a pour formulation variationnelle : trouver une

fonction Z* dans V (G) telle que :
6 [ @ ea@a-| zana, vZev),
G Y

ol V(G) est I'espace :
{Z/Ze (H(G N (33<R)))’, YR=0, Z| 1 =0, Z Y-périodique

et |le;j(Z)]] 5, <0 i,/ =1,2,3} .

%6)

’ ‘ - _ B 12

V (G) est un espace de Hilbert pour la norme <f 0,;(Z) e;(Z2) dy) .
G

L’existence d’une solution unique Z* du probléme (3.3) résulte de
I'inégalité de Korn dans G N {y; < R} et du théoréme de Lax-Milgram. La
principale propriété de cette fonction est donnée par la proposition
suivante :

PROPOSITION 3.2 : I existe une fonction Z& appartenant a (L*(G))® et un

vecteur constant A* de R® tels que pour tout y de R*:
ZK(y) = Z§(y) + A*.

Démonstration : En effectuant des calculs analogues a ceux de [12]
Théoréme 1, ou [6] Théoréme 3, on obtient le résultat de la proposition.
’ |
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On  définit la  fonction Z** sur G,=Y,x(0,+ o),
Y. = <—E,E>x<—f,E ), par :
2°2 2°2
(3.4) Zk’s(x):Zk(§> VxeG,.

Cette fonction Z**® étant Y,-périodique peut étre prolongée en une

fonction définie sur R>*, encore notée Z%¢. La restriction a Q de cette
fonction Z** appartient 2 (H'(Q))’ et satisfait les propriétés suivantes :

LEMME 3.3:
9
ax]'
Z,-k’s =0surT,,

o'l.j(Zk’E) =0dans G,, i=1,2,3,

O'i3(Z_k’E) = %;:8”( sur },s - TE .

De plus, la suite (Z**), est bornée dans (L*(Q))’ et la suite (¢'? ¢;;(Z"*)),
est bornée dans L*(Q), i, j=1, 2, 3.

Démonstration : Les trois premieres propriétés sont des conséquences de

la définition (3.4) et du fait que Z* est solution faible du probleme (3.2). Les
deux derniéres se démontrent facilement a I’aide de la Proposition 3.2 et des

N

calculs simples analogues a ceux effectués dans [13]. [ ]

. . . 1 ‘ <
Le résultat concernant la limite de la suite ( | 2) est énoncé dans la
€ €

proposition suivante :

PROPOSITION 3.4 : La suite ( % | z) converge, dans la topologie faible
de (L*(2)) vers

- 0i3(a0*) (J Zik()’l: ¥2,0)dy; d}'z> et
Y

Démonstration : Nous utilisons un argument déja employé dans [13] et
[15]. Soit & une fonction de (CF())% nulle sur I'. Alors :

J o (@ — 8" e;(Z°° &) dx =
Q
= J o;@ — 1) e (ZH°) &y dx+-J 0@ — 2" ) D; & ZF*dx .
Q Q0
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De méme
J;) 0 (b (@ — 7)) ;(Z5°) = L} o, (@ — ") e (Z5 ) by dx +

+ fn @ijin Dy & (@ — 7°°), €,;(Z% %) dx .
Ces deux égalités donnent donc :
J;} o (@ — ") ‘fij(Z_k’E br) dx = Lx 0 (b (@° — ")) eij(Z_k’ ) dx +

+ J;) o, (@ — a°") D; &, Z,{" fdx —

- Jﬂ aijin Dy & (@ — %)y €;;,(Z% %) dx .
En intégrant par parties, et compte tenu du Lemme 3.3 :
- L o3 (@) by ZF°dS = L o, (@ — @) D; & ZF dx —

— Jﬂ @jin Dy & (@ — 8% )y €,;(Z% %) dx + L % . bdz.

Compte tenu. des diverses estimations €tablies dans le Lemme 3.3 et Ia
Proposition 3.1 et du Lemme 4.1 de [14] il est possible de passer a la limite
dans I’égalité précédente :

e—=0 €

lim f —1—ﬂ€. dds = — j 0[3(170*)4’/((] ZK(y1, y2,0) dy, d)’z> dz. .
b3 s Y

L’égalité précédente étant vraie pour toute fonction é de (CF(Q)),
nulle sur I', on obtient le résultat énoncé dans la proposition. |

COROLLAIRE 3.5:

lim 1 | o, - 2%) e, @ — a%) dx =
e-08 Jo

= L ci3(a°*)ak3(a°*)d2(J

ZF(y1, 2, 0) dy, d)’2) . n
Y
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Démonstration : 11 suffit de remarquer que :

[ oy (@ —u”") e (@ —u") dx = - J o3(@") uf d3
s

v

et d’utiliser le résultat de convergence établi dans la Proposition 3.4 pour
démontrer le corollaire. |

4. ANALYSE LIMITE DU PROBLEME DE SIGNORINI

La situation géométrique est celle décrite dans le paragraphe 1. Au lieu
d’imposer au corps €élastique de rester fixé sur les zones T,, nous imposons
ici u3 = 0 sur U T,, ce qui traduit une tendance au décollement. Nous nous

r

intéressoné au comportement asymptotique de la solution #** du probléme :

0
ax,-

Se
u;*=0surl,,

uf=0sur |_JT,,
r

o;j(@)+ fi;=0dans @, i=1,2,3,

o,;(@)n; =0sur Ty,

oi3(@*)=0surX—|_JT,.

La solution faible #** de ce probléme, est solution du probleme de
minimisation :

Min (F”(a)— [ f.ﬁdx) ,

ne (H'(Q)) va

ou F* est la fonctionnelle définie sur (H'(Q))’ par:
(4.1) Fo(a) % L 0, (@) € (@) dx + By (0)(@) ,
V3. (Q) étant la fermeture dans (H'(Q))’ de

{ﬁ € (C'(Q2))/a = 0surT'yet us =0 sur \J TE,} .

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



HOMOGENEISATION DE FRONTIERES 25

THEOREME 4.1: La suite (F*), définie en (4.1) v-épi-converge vers la
fonctionnelle F* définie sur (H(Q))? par :

P -5 [ o@emansle [ cuwras,
Q pX

ot Cs5 est le coefficient donné par (1.6) avec k =1 = 3, et uy est la partie
négative de u;:uj (x) = — min (u3(x), 0).

Démonstration : Elle est tout a fait analogue a celle du Théoreme 2.6
hormis la modification naturelle de la fonction test :

sy - [P0 @ = T = x,) 0, ) 05 ) das By G )"
’ #(x)dans @ — () Bs(x,,, e)* . ' [

COROLLAIRE 4.2 : La suite (&), converge dans (H'(Q))*-faible vers la
solution faible du probléme :

%cij(aso) +f=0dansQ, i=1,2,3,
J

u® = 0surl,,

O.l_]_(uSO) n; = 0 sur F1 ,

05(@°) + cCyuu ™ =0surZsic=0,
ud~ =0surSsic=+00.
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