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n MATHEMATÏCAL MOOEUiNG AND NUMERICALANALYS1S
t f MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMÉRIQUE

(Vol 24, n° 5, 1990, p 557 à 611)

RELÈVEMENT POLYNÔMIAL DE TRACES
ET APPLICATIONS (*)

par Christine BERNARDI (l) et Yvon MADAY (2)

Communiqué par P G CTARLET

Résume —- Dans un carré, nous montrons des résultats de stabilité pour le relèvement par un
polynôme de tracespolynômiales sur les quatre côtés, dans les espaces de Sobolev ordinaires et à
poids de Jacobi L'application présentée ici est l'amélioration des estimations d'erreur existantes
sur la pression, lorsque le problème de Stokes est discrétisè par une méthode de collocation
spectrale

Abstract — In a square, we prove stabihty r e suit s for the lifting ofpolynomial traces on the
four edges by a global polynomial functwn, in standard and weighted Sobolev spaces We apply
them to improve the already known error bound for the pressure which cornes from the
discf etization of the Stokes problem by a spectral collocation method

INTRODUCTION

Dans un domaine carré, on peut définir sur chaque espace de Sobolev
d'ordre entier un opérateur de traces [LM, Chap, 1] et caractériser son
image comme un produit d'espaces de Sobolev sur la frontière avec des
conditions de compatibilité aux coins [G, Chap. 1] ; on démontre alors
l'existence d'un relèvement continu à droite de cet opérateur. Ces propriétés
s'étendent [BM1, § II] au cas des espaces de Sobolev à poids utilisés dans
l'approximation spectrale d'équations aux dérivées partielles, c'est-à-dire
lorsque le poids est une puissance, comprise entre — 1 et 1, du produit des
distances aux côtés. Le principal but de ce travail est de démontrer des
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558 C. BERNARDI, Y. MADAY

résultats similaires dans des espaces de polynômes de haut degré : plus
précisément, étant donnés des polynômes de degré fixé sur les côtés du
domaine, on indiquera quelles conditions de compatibilité ils doivent
vérifier aux coins pour être les traces d'un polynôme de même degré par
rapport à chaque variable sur le carré et quelles sont les propriétés de
stabilité de ce relèvement en fonction du degré et des normes de Sobolev
considérées.

On peut imaginer de nombreuses applications à ce type de résultats, en
particulier dans l'analyse numérique de la /^-version de la méthode des
éléments finis et aussi des méthodes spectrales ; nous allons en citer
quelques-unes dans ce cadre (nous référons à [CHQZ] pour les propriétés
générales de ces méthodes). Le premier exemple est l'obtention de
majorations d'erreur entre la solution exacte d'un problème elliptique avec
des conditions aux limites non homogènes, et la solution approchée obtenue
par une méthode de collocation spectrale {cf. [BM1, § V] dans le cas d'un
problème modèle du second ordre ou [BCMM, § III] pour le problème de
Stokes) ; un théorème général d'approximation sera énoncé dans ce but. Le
deuxième exemple est l'analyse numérique des méthodes avec partition du
domaine d'origine, comme les éléments spectraux avec raccords non
conformes ou le couplage de l'approximation spectrale avec une discrétisa-
tion par éléments finis ; nous référons à [BMP] pour le premier type, à
[BMS] pour le second. La troisième application est l'amélioration des
bornes d'erreur sur la pression, lors de l'approximation du problème de
Stokes par méthodes de collocation spectrale ; elle sera traitée en détail
dans le cas d'un algorithme à une seule grille étudié dans [BMM] [BCaM]
[BCMM] et dans celui d'un algorithme à trois grilles décalées étudié dans
[BM2], le résultat étant lié à une meilleure estimation de la constante de
condition inf-sup de Bakuska et Brezzi.

Le plan de l'article est le suivant. Le premier paragraphe est consacré à
rappeler quelques notations et résultats sur les espaces de Sobolev à poids
dans un carré. Dans le second paragraphe, sont d'abord établies les
propriétés d'un opérateur de relèvement polynômial d'une trace donnée sur
un seul côté du carré ; puis le théorème général est énoncé, démontré et
appliqué à un résultat d'approximation. L'application au calcul d'erreur sur
la pression dans la discrétisation spectrale du problème de Stokes est l'objet
du troisième paragraphe, dans les cas d'une ou trois grilles de collocation.
Deux résultats d'équivalence de normes d'interpolation sur les polynômes
sont présentés en annexe.

I. RAPPELS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS

Pour tout ouvert A de IR ou R2, on considère les espaces de Sobolev
habituels HS(A), munis de la norme ||. \\s A, pour tout réel s === 0, ainsi que
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RELÈVEMFNT POT YNÔMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS 559

de ia semi-norme | . | j A lorsque s est entier. On note H$(A) l'adhérence
dans Hs(à) de l'espace ^ ( A ) des fonctions indéfiniment différentiables à
support compact dans A. Lorsque s - 1/2 est entier, on définit #00(A)
comme l'espace d'interpolation d'indice 1/2 entre Hs

0
+ I/2(A) et H$~ 1/2(A), et

on désigne par ||. || , sa norme.
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Figure 1.1. — Numérotation des coins et des côtés dans le carré 11.

Soit maintenant A l'intervalle ouvert ] - 1, 1[, et n le carré A2. Le point
générique de Â sera désigné par £, celui de Ù sera écrit x = (x, y). On note
a/5 / G Z/4Z, les coins de Ô, où a7 suit aJ+ } dans le sens trigonométrique ;
on désigne par Tj, J s Z /4Z, le côté d'extrémités a,J_] et a7. Sur tout côté
Tj, Je Z /4Z, n7 est le vecteur unitaire normal à Tj et extérieur à fi et
T7 est le vecteur unitaire directement orthogonal à n^ (voir fig. 1.1 ci-dessus).

Précisons les notations des espaces de Sobolev à poids que nous allons
utiliser. Dans tout ce qui suit, a est un nombre réel > - 1.

Sur l'intervalle A, on pose

(M)
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560 C. BERNARDI, Y. MADAY

On introduit l'espace des fonctions de carré intégrable associé à la mesure
Pa&)d£9 c'est-à-dire

{ (M }

v : A -> R mesurable ; v2(Q Pa(£) dl <: + oo L
J- i J

puis, pour tout entier m ^ 0, l'espace de Sobolev

(1.3) 7C( A) = {i? e Z, 2(A) ; </'!>/<£' e £ *(A), 0 ^ r ^ m } ;

cet espace est muni de la norme
f (M « "I 1/2

(1-4) IML,a,A [j 2J
et de la semi-norme

i/2
(1.5) r r1

\v\m,a,A= [J i
Pour tout réel s ^ 0 non entier, l'espace de Hubert ü/^(A) est défini par
interpolation entre Hls\A) et H^ + !(A), où [5] désigne la partie entière de
s, et sa norme est notée | |« | | 5 a A- Pour tout réel s 2= 0, Hs

a0(A) est
l'adhérence dans Hs

a(A) de l'espace ®(A) des fonctions indéfiniment
dérivables à support compact dans A. Par translation et rotation, on
construit des espaces de Soboiev semblables Hs

a(T) et H^0(T), s^O, sur
tout segment ouvert F de R2 de longueur 2, et on note | | . | |50 t r leurs
normes.

Enfin, sur le carré H, on pose

(1.6) V x = ( x , y ) Ê f l , «„ (x)= (l - x2)a (l - y2)" .

On introduit l'espace

(1.7) Ll(il) = \v : ft - IR mesurable ; u2(x) <oa(x) Jx < + 00 \ ,

qui est un espace de Hubert pour le produit scalaire

(1.8) («,«)*= u(x)v(x)ua(x)dx.
Ja

Pour tout entier m =2= 0, on introduit l'espace de Sobolev

(1.9) H l
, (p9 q ) e N2,p + q ̂  m } ;

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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RELÈVEMENT POLYNÔMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS 561

on le munit de la norme

M L a n = [ f I & +

IJüp + g^m

1/2

et de la semi-norme

Pour tout réel s =* 0 non entier, l'espace de Hubert H^fl) est défini par
interpolation entre Hls\Q) et i/^1 + l(Q), où [.s] désigne la partie entière de
s, et sa norme est notée ||. || s a n. Finalement, pour tout réel s 5= 0,
77̂  0(fl) est l'adhérence dans Hs

a(Q) de l'espace <3(Q) des fonctions
indéfiniment dérivables à support compact dans Cl.

Les principales propriétés de ces espaces ont été étudiées dans [BM1,
§ II] auquel nous référerons lorsque ce sera nécessaire.

Nous commençons par rappeler les résultats sur les traces de fonctions de
H™(Q). Pour tout entier m ^ 1, on définit sur <gm~x(ÇÏ) l'opérateur
Tm de traces :

(L12) u->Tmu= (u\r

Puis, pour tout triplet d'entiers (k, r,p) tel que 0 =s= k -j- r ===/?, étant donné

P < P fun élément <ï> = (cp̂ , <p}, ..., 9 PJ)JeZ/4Z d e FI FI ^ (Tj)> o n n o t e

/ G Z/4Z k = 0

r la condition suivante :

r V / e Z / 4 Z , (

Le théorème qui suit est établi dans [BM1, Thm. II.3 and II.4],

THÉORÈME 1.1 : Soit a un nombre réel strictement compris entre
— 1 et 1, non nul. Pour tout entier m ^ 1, Vopérateur de traces Tm, défini sur

î), se prolonge en un opérateur linéaire continu surjectif de Vespace
sur le sous-espace de

formé des éléments vérifiant les conditions (C)kr pour

(1.13) 0 ^ f c + r ^ w - l « a < 0 et 0 ^ / c + r ^ m - 2 5/ a > 0 .

// admet un relèvement continu à droite.

vol. 24, n8 5, 1990



562 C. BERNARDI, Y. MADAY

Comme on le voit, le cas a = 0 des espaces de Sobolev habituels est un
cas limite. Pour un triplet d'entiers (k,p, r ) tel que 0 === k + r ^p, on doit
introduire, pour tout élément <ï> = (<py, cpy, ..., 9 y)/

Y\ Y\ HP~k(Tj)> l a condition faible ( C \ r suivante :
/ e 2/42 k = 0

V/eZ/4Z,

[(dyj/dij
Jo

00

Remarque 1.1 : Lorsque l'élément <3> appartient à Y\ Y\ ^P (^)> n

/ e Z / 4 Z Jfc = 0

est facile de voir que la condition (C)kr est équivalente à la condition

Le théorème suivant est un cas particulier de [G, Th 1.5.2.8].

THÉORÈME 1.2 : /Wr row? em/er m 3= 1, l'opérateur de traces Tm, défini
sur ®(Ö), se prolonge en un opérateur linéaire continu surjectif de l'espace

m- 1

Hm(ft) sur le sous-espace de Y\ fl ^m~^~ 1/2(r/) formé des éléments

vérifiant les conditions (C)kr pour 0 === k + r ^ m - 2 et les conditions
(C)k r pour k + r = m — 1. // admet un relèvement continu à droite.

Soit ?2 un entier 5=0. On note PK(A) l'espace des restrictions à A des
polynômes sur [R de degré =s n, et Prt(H) l'espace des restrictions à II de
polynômes sur R2 de degré ^ n par rapport à chaque variable. Étant donné
un entier m 2= 1, on note P°'m(A) (resp. P°'w(fl)) l'espace PW(A) n i/o

m(A)
(resp. ^ \ (H) H /JTQ^O)) ; il est formé des polynômes de J°W(A) dont toutes
les dérivées d'ordre =s= m — 1 s'annulent en ± 1 (resp. des polynômes 1? de
Ptt(fl) tels que rm v soit nul). Enfin, si k est un autre entier 5=0,
Pkn(£l) désigne l'espace des restrictions à fl des polynômes de degré
^ A: par rapport à x et de degré ^ « par rapport à y.

On aura besoin d'une base de Pn(A) formée de polynômes qui soient
deux à deux orthogonaux pour le produit scalaire de Z^(A). Il s'agit des
(n + 1 ) premiers éléments de la famille des polynômes de Jacobi
(J")ne^ : le polynôme J%, ne M, est de degré n et satisfait la condition

Citons rapidement quelques propriétés de ces polynômes qui seront utiles

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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RELÈVEMENT POLYNÔMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS 563

par la suite [DR, § L13] [H, Chap. 22]. Ils sont donnés par la formule de
récurrence

(n + 1 )(n + 2 a + 1 ) /„%, = (2 n + 2 a + 1 ){n + a + 1 ) £/„*

(1.15)

Ils vérifient l'équation différentielle

(1.16) VneN, (po + l^) '+n(« + 2 a + l ) p a / ; = 0,

et leurs normes sont données par

(1.17) V « e N ,
1 i JZ I I Yt -4- fy -4-
• TOL / y \<£ rt ( Y \ /1 Y ^

On utilisera enfin la formule [BM1, Lemma IV. 1]

(L18) Vu 5*1,

ou Jn(Q dt, désigne la primitive de JÇ d'intégrale nulle pour la mesure
J

Soit TV un entier fixé ; dans ce qui suit, on désigne par c une constante
pouvant varier d'une ligne à l'autre mais toujours indépendante de N. On
aura besoin de la notation suivante : pour tout entier m ̂  1, pour tout réel s
strictement compris entre 0 et m, la norme d'interpolation d'indice
1 - s/m entre l'espace ^ ' " ( A ) muni de la norme ||. ||m a A et ce même
espace muni de la norme ||. ||0 a A sera désignée par mN ||. \\s a A ; ceci peut
s'écrire [LM, Chap. 1, Th. 10.1] de la façon suivante : pour tout tp^ dans

(1.19)

II est bien évident que l'on a

(1.20) V ^ e ^

vol. 24, n" 5, 1990



564 C. BERNARDI, Y. MADAY

où la constante cs(N) minimale dépend a priori de m, s, a et N. Des
majorations de cette constante, pour m égal à 1 et 2, sont données en
annexe.

Avec les notations précédentes, le problème qui est l'objet du paragraphe
m- i

suivant s'énonce ainsi : étant donné un élément <ï> de ]~~[ J~] PN(Tj),

m 2s 1, que doit-il vérifier pour qu'il existe un polynôme vN de PN(Q) tel
que Tm vN soit égal à $ ? Si ces conditions sont satisfaites, comment peut-on
majorer la norme Ĥw |IOT « n e n ^ o n c ^ o n de <ï> ? Nous commençons par le
cas un peu plus facile où les composantes de <ï> sont nulles sauf celles sur un
seul côté Vj.

H. RÉSULTATS DE RELÈVEMENT

II. 1. Relèvement d'une trace unilatérale

m - 1

Soit $>N j = (<p°5 cp
1, ..., cp m~ x) un élément de f\ P%m(Tj). Le but de ce

paragraphe est de construire un polynôme QN,J^N,J °̂ e
 ^N(^) tel que :

1) TmQ%9j<bNtJ soit égal à ( ^ / ^ ^ / / , ^ ^ / 7 / , ^ , / F ) , OÙ VNtJ est
égal à <$N j et où ^ ^ K est nul pour K^ J, I e Z /4Z ;

2) la norme de QN,J^N%J dans H™(Q) soit majorée en fonction de
certaines normes de ®NJ.

Les résultats seront énoncés pour / quelconque dans Z/4Z ; toutefois,
pour simplifier, les démonstrations, qui sont exactement identiques dans les
quatre cas au signe et à l'échange des variables près, seront faites dans le cas
J = I. On rappelle que le côté Tf est le segment ouvert {-1} x ] - l , l [ .

Soit m un entier ^ 1 fixé ; on suppose dans ce qui suit que N est
^ 2 m - 1. Nous allons construire deux bases de polynômes appropriées à
notre problème, en adaptant une idée de C. Canuto et D. Funaro [CF, § 2].
Puisque la forme bilinéaire :

est elliptique sur if£'0(A), le problème aux valeurs propres d'ordre 2 m,
consistant à trouver v|/ dans P$m(A) solution de

(IL 1)

= X j
M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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RELÈVEMENT POLYNÔMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS 565

admet N - 2 m + 1 valeurs propres strictement
1 =s £ =s= TV (m) = N- 2m + 1. On note {i|^} 1 ̂ $ ^N(m)

propres, orthonormée pour le produit scalaire de
\\j£ étant associé à la valeur propre \ç.

Pour un entier k donné, 0 *s fc =s m - 1, et pour tout f, 1
note <p£ la solution dans P^(A) du problème

(II.2)

positives \ f ,
base de vecteurs

le polynôme

^A^(m), on

X(O(1 - = 0 ,

où §h. désigne le symbole de Kronecker. En effet, par ellipticité de la forme
bilinéaire sur //™0(ll), une telle solution existe et est unique, puisqu'il
existe un unique polynôme £* * de degré 2 m - 1 vérifiant les conditions aux
limites

et = 0 ,

Nous donnons un autre exemple de polynômes vérifiant les conditions
aux limites (IL 3).

LEMME II. 1 : Pour tout entier n ^ 2 m - l , il existe m polynômes
£*, 0 =s k =£ m — 1, Je degré === n vérifiant les conditions aux limites (II.3) e/

.2m — 2k ~\ — c

Démonstration : On peut supposer n assez grand, puisque pour « borné
les polynômes £**, 0 ^ k ^m — 1, vérifient (II.4) pour une constante c
convenablement choisie. On introduit une première suite de m polynômes
Ç*, 0 =s k =s m — 1, définie par

fj2 Ira
» +

lUi-A

Le polynôme vérifie

X-l) = 0 ,

vol. 24, n' 5, 1990



566 C. BERNARDI, Y. MADAY

D'autre part, pour tout réel p > - 1, il découle de Féquation (L16) que le
polynôme j£', n === 1, est parallèle au polynôme j£+/ et vérifie, d'après
[BM1, (V.28)], (1.16), (L17), (1.14) et la formule de Stirling,

Ceci impl ique

1' *n II 0, a, A

donc

(IL5) , - 2 f c - l - a

On construit maintenant les polynômes Ç* par récurrence inverse sur k. On

note d'abord que le polynôme %™~[=ï™~1 vérifie (II. 3) et que

UCT"1! e s t ** cn~2m + x ~a. Puis, supposant connus les polynômes

%„, k + 1 *z r *z m — 1, on pose

Le polynôme ^ vérifie les conditions aux limites (IL 3) et, de plus,

Mais on sait que

; c sup

cn-2k-a-'\l +

r-k\

JS + 2 k + 1 ;

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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RELÈVEMENT POLYNÔMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS 567

On montre par récurrence sur s que, pour tout entier p > — 1,

donc que

= (- ï ) J [ ro + ï )/2s r o + s + i )] [«(n - i )... (n - s + ï )]

ce qui implique

On en déduit que \\£\\Q a A est ^cw"2*"01-1.

Finalement, la seconde inégalité de (II.4) est une conséquence immédiate
de l'inégalité inverse [BM1, Cor. V.3], vraie pour tout entier k ^ 0 et tout
réel s s* k,

( 1 1 6 ) V » „ 6 ? » ( A ) , I M U A ^ A

Ceci nous permet d'estimer les normes des fonctions <f$.

LEMME II.2 : Pour tous entiers l et k, 1 =s= î ^ Â  (m), 0 === A: ^ m - 1,
polynômes <ç\ vérifient

Démonstration : Pour tout polynôme ^ vérifiant les conditions aux limites
(IL 3), en choisissant x dans (IL 2) égal à <pf — ̂ , on obtient

d'où

Maintenant, on choisit x dans (II. 1) égal à 4/£ et on applique l'inégalité
inverse (II.6), ce qui donne

il existe donc un entier Nç ^ N tel que

vol. 24, n 5, 1990



568 C. BERNARDI, Y. MADAY

On choisit alors %k égal au polynôme £ f̂ défini dans le Lemme II. 1, et on

obtient

d'où le résultat.
Considérons enfin un élément quelconque ®N } = (<p°, tp1, ..., cp m~ l ) de

l'espace |~[ J > ^ m ( r / ) . On développe chaque polynôme <pfe, 0 ̂  k === m - 1,

dans la base {<W}, s f s /v( f f i ) de ^ " ( r , )

Puis on définit le relèvement Q^ti ^N,I P a r

m- 1 y (m)

(11.11) Ö*.7*Ar.7(*.J')= £ E *f <P(
A- = 0 f = 1

et on vérifie que TmQ™j<bNj est bien égal à (O^ 7, 0, 0, 0 ). On est
maintenant en mesure d'énoncer le premier résultat.

PROPOSITION II.l : Soit a un nombre réel strictement supérieur à - 1.
m - 1

Pour tout entier m^\, il existe un opérateur Q™}J de Y[ ^Nm(^j) dans
r = 0

PN(n) tel que, pour tout élément <t>NJ = (tp0, <p\ ..., 9 m~ l)Jeif4z de
m - 1

f] PÏim(Tj), on ait

(11.12) Tm QÏÏ,j®N>J t t t ,

où tyN j est égal à <&N j et où ̂ N K est nul pour K # / , K E Z /4Z, et

(11.13) \Q$.j*H.Amua«cmÏNim-2k-l-WK*TJ'
' ' k = Q

Démonstration : Dans le cas / = / , le polynôme Q-fi } <PN f est défini par
(II. 10) et (11.11). De plus, l'espace H™(Q) coïncidant avec l'espace
Ll(A, /C(A)) n H™(A, Ll(A)\ on a

li Ö v . / **, / IL, tt) n * c ( II Ô^ } / **, / II L2 (A) < ( A ) ) + II Ô ^ / ®N, 1 II C(A) L2 ( A ) ) ) ,) L 2 ( A ) ) )

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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RELÈVEMENT POLYNÔMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS 569

d'où

iifi*.'**'iLn
m- 1 N(m)

Du

(II.

ou

Lemme

14) ||

encore,

fc = 0 Î = i

II.2, on conclut

QN I *

d'après

N>1 II m a il ^

( I I . 9 ) ,

m - l

Jfc = 0

N(m)

Z
f = 1

Remarque IL1 : Bien entendu, on aurait pu définir d'autres relèvements
que le polynôme Q^j $#,ƒ, par exemple

m- 1 N(m)

ou
m - 1 N(m) m - l

? **(y) = E

ces polynômes satisfont encore la majoration (11.13). Toutefois on peut déjà
noter que le polynôme ôîv,/ ®N,I vérifie en plus l'équation

(IL 15)

\ [(dmv
Ja

/dxm)(dmwN/dxm) + (dmv/dym)(dmwN/dym)] coa (x) dk = 0 .

De surcroît, le choix que nous avons fait est nécessaire pour la propriété de
stabilité démontrée plus loin.

Remarque IL2 : Étant donné un autre entier M === 2 m, on peut également
relever <$>N[ par un polynôme de PM,N(^)- ^ m s précisément, si l'on pose
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on vérifie que TmQ^NI^NI est bien égal à (<&N u 0,0,0 ) et on a
l'estimation

m-\

(11.16) I l e^ /^ . /H^^n-scsup {M,7V}2'» £ M"""1 —II«P*ll0,-.r, •
Jt = O

PROPOSITION II.2 : Soit a un nombre réel strictement supérieur à — 1.
Pour tout entier m ^ l , />owr row? élément

on a

(11.17) Be^*w>/« l l l i a ,o*c"i I^l^iL-*-(,+ .)/2.„r,.
k = 0

Démonstration : Si le développement d'un polynôme quelconque 9^ de
iV(m)

^ s'écrit cp̂  = ^ 9 ^ ^ , on a

( 1/2 /JV(m) \ 1/2

^ < p f j et | ( ? )
Par interpolation, on en déduit pour tout réel s, 0 =s s

( tf(m) \ 1/2

La proposition est une conséauence immédiate de cette inéealité et de
(11.14)."

Remarque 113 : Dans le cas où a est < 1, il faut noter que les normes
discrètes intervenant dans la Proposition IL2 correspondent précisément à
celles des espaces de Sobolev des Théorèmes 1.1 et 1.2. De plus, l'estimation
(11.17) est optimale par rapport à la définition (1.19) des normes discrètes
comme normes de trace d'une fonction définie sur un domaine bidimension-
nel : en effet, dans le cas m = 1, pour / = I, en choisissant v dans (1.19) égal
à un prolongement de ÔA ;̂ / ^JV / e t e n faisant le changement de variable
t = 1 + x, on a

*cll fi*./**./!,,,„;
dans certains cas, on peut étendre ce résultat à m quelconque.
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II.2. Théorème principal

Le but de ce paragraphe est de construire explicitement un relèvement,
par un polynôme de degré ^ N, des traces polynômiales de même degré
vérifiant les conditions de compatibilité. On commence par noter que les
conditions de raccord des Théorèmes 1.1 et 1.2, qui sont nécessaires, ne sont
pas suffisantes. En effet, pour toute fonction u de <^2(m" ̂ (A), en
particulier pour tout polynôme, si on note <E> = Tmu, on voit que, en tout
coin a/5 Je Z/4Z,

(± /

= ( - 1 f (dk<prj + xjdTkj + ! ) (a,) si J est impair ,

(± 1)(6* + V ^ ^ * ) ( « / ) = (dr<Pj/àrrj)(*j)
= (-l)k (dkiï+l/dTk

J+l)(*j) s i /est pair,

pour tout couple (k, r) tel que 0 ^ / c , r ^ m — 1.
On est amené à introduire pour tout entier m s= 1 l 'espace

(11.19)

= I * " e Ff FI P^(TJ) vérifiant (C\r9 0 ^ *, r ^ m - 1 .
l JeZ/4Z k = 0 )

Dans tout ce qui suit, on supposera

(11.20) N ^2m.

On commence par établir un résultat d'inégalité inverse.

LEMME II.3 : Tout polynôme q>N de PN(A) vérifie l'inégalité

(11.21) V Ç e À , <

Démonstration : On décompose le polynôme yN dans la base

On a donc pour tout £ dans Â

1/2

( ATZ I-
n = 0

1/2
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Or on sait [H, Chap. 22] que le polynôme J% est borné par cn$up{a> - W. En
utilisant cette estimation, la formule (1.17) et la formule de Stirling, on
obtient

Z l^
1/2 / N \ 1/2

=£ C | Y „ s u p { 2 a + 1 , 0 } a, 1/2}

Remarque HA : II est facile de voir que la majoration (IL21) est optimale,
en considérant par exemple, pour a ^ - 1/2, le polynôme

TV

Ho. « . A

vérifie

On considère maintenant un élément <ï>̂  = (tpy, cp), ..., 9 y ~1)ye2/4Z ^e

B™(d£l). En utilisant les polynômes Ç ,̂ 0 ̂  k ^ m — 1, introduits dans le
Lemme II. 1, on lui associe alors un autre élément

° ) 1 de

(11.22)

- f
+ (-

pour 0 « i s m - l . On définit aussi les éléments

w ( - y)]

G Z /4Z .
r = 0
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L'opérateur de relèvement Q^ est construit par la formule

(11.23)

j f c = 0 r = 0

&(- x)

On vérifie aisément en utilisant les propriétés des opérateurs Q^ j9

JeZ/4Z, et les conditions (C)kn O^k, r s s m - 1, que Tm Q™ <bN est
bien égal à Q>N ; par exemple, on a

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème suivant,
qui constitue le résultat principal de notre étude. Une version légèrement
différente a été établie dans [BM1, Prop. V.1] pour le cas particulier
w = 1.

THÉORÈME II. 1 : Soit a un nombre réel strictement compris entre - 1 et 1.
Pour tout entier m s= 1, il existe un opérateur Q™ de B^{dCt) dans
PN(Sl) tel que, pour tout élément <&N = (<pj, <pj, ..., <p y ~ l)JeZ/4Z de
B%(dto)9 on ait

et

(11.25)

m- 1

JeZ/4Z k = 0

Démonstration : II reste à vérifier l'inégalité (11.25). Des formules (11.22)
et (11.23), en utilisant la Proposition II. 1, on déduit la majoration
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m - l
r 2 m — 1

k=Q

D'après le Lemme II. 1 et comme l'espace Hl
a(A), 1 « f « m, coïncide avec

l'espace d'interpolation d'indice 1 —(/m entre l'espace H™(A) et l'espace
[M, § 3], on a

d'où

r2m-2k-2r-2-2oi

En utilisant encore une fois le Lemme II. 1, on obtient

[
m — 1

Z Z
ƒ G Z/4Z * = 0

d'où

(11.26)

T2m-2k-2r-2-2a

a N - t r - l - a ) ) I

V (pJ2m~2k- 1 = « I

/EZ/4Z k = 0
m- 1

2 m - 2 f c - 2 r - 2 - 2 c E | s ir+ E
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L'inégalité inverse du Lemme II.3 et l'inégalité inverse habituelle (II.6)
impliquent

d'où

7eZ/4Z * = 0

ce qui conclut la démonstration du théorème.

Remarque IL 5 : On pourrait également écrire une estimation analogue à
celle de la Proposition II.2, en construisant un opérateur légèrement
différent de l'opérateur g™. Toutefois, ceci nous obligerait à introduire les
normes discrètes d'interpolation entre l'espace PN(A) tout entier muni de la
norme ||. ||m a A et ce même espace muni de la norme ||-1|0 a A- Nous n'en
avons pas vu l'intérêt car ceci n'améliore en rien les résultats qui suivent.

Remarque II.6 : Soit a(.,. ) une forme bilinéaire continue sur
H£(Cl) x H™0(£l) et elliptique sur H™0(ü). Pour tout élément <£>N de
B™(dO,), le problème consistant à trouver un polynôme uN de PN(fl) tel
que

( n 2 7 ) |

admet une solution unique, qui vérifie également l'estimation

J e Z/4Z * = 0

Pour l'étude de certaines méthodes, il s'avère utile d'avoir un résultat de
relèvement par un polynôme de degrés différents par rapport à chaque
variable. Pour cela, étant donné un autre entier M ^ 2 m , on pose

(11.29) BZN(dCl) = UN G "fi PN(Tj) x PM{TH) x PN(Tm) x PM^iv)
{ k = o

vér i f i an t (C)kr , 0^k,r^m—l}.

On démontre la

PROPOSITION II.3 : Soit a un nombre réel strictement supérieur à — 1.
Pour tout entier m === 1, il existe un opérateur QMN de B^N{dO.) dans

tel que, pour tout élément <&MN = (<p°, <p), ..., cp 7 " x )Jez/4Z de

, on ait

(11-30)
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et

(11.31) \\QmMN*MN\\m,a,a

m - 1

{M,N}
2m

Démonstration : Comme dans (11.22), on pose

avec L égal à TV si / est impair et à M si / est pair, et le couple
j , yf) est égal à (±y, ± x) si /es t impair et à (± x, ± y ) si / est pair. Puis,
ivant (11.23), on définit

(j, yf) g ( y ,
suivant (11.23), on définit

QMN *WAT(X)

= QMN.I *N,I(

+ QZM, ITT *

où ÔSTV /ƒ, QMN, ni e t ÔMA ,̂/K s o n t construits par analogie avec l'opérateur
QMN I ^ e la Reniarque II.2. Les mêmes arguments que dans la démonstra-
tion précédente conduisent alors à la majoration (11.31).

II.3- Application à un résultat d'approximation

Soit {%j, 1 =s=7 *z N — 2m + 1 } un ensemble de J V - 2 m + l points
distincts de A, et soit iN l'opérateur d'interpolation généralisé défini comme
suit : pour toute fonction v de <&m~l(A), iN v appartient à P^(A) et vérifie

(II 32)
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L'opérateur iN peut être par exemple défini par l'interpolation aux points de
Gauss dans le cas m = 0, aux points de Gauss-Lobatto dans le cas
m = 1 ; on donnera plus tard un exemple d'opérateur iN pour m quelcon-
que. On notera encore iN les opérateurs d'interpolation définis sur les côtés
r / s Je Z/4Z, par translation et rotation.

On peut énoncer le résultat suivant :

PROPOSITION II.4 : Soit a un nombre réel strictement supérieur à
- 1 . Pour toute fonction v de H™(£1) tel que Tmv appartienne à

m - 1

JeE/41 fc = 0

polynôme R^ v de PN(£l) tel que

r/)> Pour tout polynôme vN de PN(Ct), il existe un

Tm R%v(± 1, ey) = i>(± 1, & et Tm R%v(Zj9 ± 1 ) = v (£y, ± 1 ),
1 ^j ^ TV — 2 m + 1,

- 1, JeZ / 4 Z ,

(11.33)

et que Vestimation suivante soit satisfaite

(11.34)

1 m, a, il

\V-VN\\ +C V V
I JV H m, a, O Z-i Z J

/ eZ /42 fc = 0

I 0, „, rP

Démonstration : II suffit de choisir /?$ u égal à la somme de vN et du
relèvement de

nj) - dvN/dnfi...,

par l'opérateur Q%. La condition (11.33) résulte de (11.24) et de (11.32),
tandis que l'estimation (11.25) implique

I N I "m, a, fi

V y N2m~2k~l -a-inf {0,1/2 +a}

/ E Z/4Z k = 0

d'où le résultat.
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Remarque IL 7 : Si le polynôme vN vérifie

( 1 1 . 3 5 ) ( a k + r » * k k

l zzk, r as wz - 1 , Je.

on déduit de l'inégalité (II.26) que la majoration (II.34) peut être remplacée
par

(11.36)

\ V - R % V \ \ n * z \ \ v - v N \ \ n + c y Y N
I N 11 m, a, Cl 'I ^ " J M , a, 11 Z J Z J

ƒ e Z/4Z fc = 0

2m - 2 k - 1 - (

Quelles sont les applications de ce théorème ? Nous allons en détailler
une, dans un cadre relativement général : l'approximation par collocation
d'un problème elliptique avec conditions aux limites de Dirichlet non
homogènes. Tout d'abord on choisit comme £yj 1 =£ƒ *= N - 2 m + 1, les
zéros du polynôme JM+-2m + \ OT^ s o n ^ aussi les zéros du polynôme
dmJ^_m + l/d£>

m par (1.16)). On sait alors [BM3, Section II] qu'il existe des
poids positifs pjl^j^N — 2m+l, et pjf, 0 ^ k ^ m — 1, tels que, si on

approche l'intégrale U(Q p a (O ^ par la formule de quadrature

(11.37)

'"£ [(dku/dtk)(- i ) + ( - 1)* (dku/dCkK+ i)] P** ,

on ait égalité pour tout £/ dans ^2tf + 2m
On sait [BM1, Cor. IV.2] [BM3, Appendix A] construire un opérateur

TT$ a de / C ( A ) sur PN(A) tel que, pour toute fonction <p de H£(A),
a^m, (dk>n% a<p/d£k)(± 1) soit égal à (dk<p/d£k)(± 1), 0 ^ /c ^ w - 1, et
que

(11.38) | | < P - ^ , a < p | | m i a A + 7 V - | | < P _ ^ a V | | û i K ^ c 7 V | L , a , A

On démontre également que, pour toute fonction <p de //£(A), a ^ m,

C11-39) II* - 'AT «P|lo.«,A * C i V l / 2 " l < Pl la ,a ,A '

On peut alors appliquer la majoration (11.36) et, en choisissant
vN égal à (ir^;Ot (g) TT^J0[) u, on montre que, pour toute fonction u de
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m- I

telle que Tm v appartienne à Y[ Yl EC£(TJ),

(11.40)
m- 1

/eZ/4Z k = 0

Exemple : Supposons que Ton ait à approcher le problème suivant, pour
un entier m 5= 1 :

(11.41) (-&)mu=f dans il,

sur -1 , JeZ/4Z.

et queOn suppose que la distribution ƒ est dans le dual de l'espace H

l'élément <ï> = (9°, <p}, ..., <p 7 ~ 1)/ez/4Z e s t ^ a n s

w —• 1

n i T rrffl — ff— ( l + o t ) / 2 / ' T ^ \ *-̂  />? /w — 1 /" f"1 \
I I J J r t I A r i I I %o M ri

7ÊZ/4Z k = 0

et vérifie les conditions aux limites (C)kr pour tout couple (k, r) tel que
0 m k, r ïzm — 1. Le problème (11.41) admet alors la formulation variation-
nelle suivante : trouver w dans H™(Cl), avec u-ub dans 7 / ^ 0 (n ) , tel que

(11.42) VÜ e H™0(Cl), am a(w, y) = <ƒ, ü) ,

où M6 est une fonction de H™(Cl) telle que Tm ub soit égal à <î>?

Ç9. ) désigne le produit de dualité entre H™>0(&) et son dual et la forme
bilinéaire <zm>a(.,. ) est définie sur H™(Cl) x *H™0(&) par

(11.43)

Am/2w.Am/2(i;(oa)Jx si m est pair,

si m est impair.

La forme am a ( . , . ) est bien sûr continue sur / /^(H) x H™^(CÏ). On sait
qu'elle est elliptique sur H™Q(&), pour tout m lorsque a est nul, et pour tout
a, — 1 < a < 1, lorsque m est égal à 1 [BM1, Lemma III.5] ou 2 [BCoM].

Les points ^ , 1 **j ̂  N — 2 m + 1, étant définis comme précédemment,
on pose €0 = — 1, £tf_2m + 2 = + 1» e t o n définit la grille

(11.44) 5*= {(ïr^),0^jJ^N~2m + 2 } ;
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on approche alors l'équation de la façon suivante : on cherche un polynôme
uN de PN(A) tel que

(11.45)

, x e H ^ f l T ; , J e Z/4Z, ()*=&*== m - 1 ,

(dk + ruN/dnkj 6T}) (a,) = (drykj/drrj)(*j) , / E Z /4Z, 0 «= fc, r *s m - 1 .

Ce problème admet la formulation variationnelle suivante : trouver
uN dans P^(fi), avec uN — R^u dans PJjrm(O), tel que

(11.46) V t ^ e P i , < > „ ,

avec le produit {-,.)N défini sur <g\ÇÏ) x P0^m(il) par

(11.47)
N-2m+l N-2m+\

<f,vff)N= ( 3 ^ ® 3 ^ ) ( / % ) = £ £ ƒ(€,,€*)»*(€,, £f)p,Pf,

et la forme aN>m%Oi{.9. ) définie sur ^ 2 m ( O ) x P ^ ( O ) par

(11.48) **,*,«(",!>*)= { ( - A r ^ ^ ) ^ .

Lorsque m est égal à 1 [BM1, Lemma V.2] ou 2 [BCoM], on sait que la
forme aN m a (.,. ) est continue sur le produit PN(A) x P^W(À) (chacun des
espaces étant mum de la norme | | - | |O T a O) , de norme indépendante de
N, et vérifie la propriété d'ellipticité

(11.49) Vv„ € P | m (O) , aNtm%a{Vm »N) > ^ ! " " l l ^ l l ^ n •

On en déduit que le problème (11.45) admet une solution unique dans
PN(Q). Finalement, grâce à la majoration (IL40), si la solution u du
problème (11.41) appartient à J/£(ft), o- s* 2 m, si la donnée ƒ est dans

m - l

p ^ 2 3 et si la donnée au bord # est dans J"| [ ] H^{Tj)y
JeZ/42 fc = 0

1 on obtient la majoration d'erreur

(11.50)
i M _M M
1 ^ I" m, a, Ü
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III. APPLICATION AU CALCUL DE LA PRESSION PAR COLLOCATION SPECTRALE

Dans le carré Û = ] — 1, 1[2, on considère le problème de Stokes
consistant à trouver une vitesse u et une pression p telles que

r ~ v Au + grad p ~ f dans û ,
(III,1) \

t div u = 0 dans û ;

dans ces équations, la viscosité v est un paramètre z> 0 donné et f représente
une densité de forces volumiques. On ajoute à ce système la condition aux
limites que Ton prend homogène pour simplifier

(IIL2) u = o sur an

(nous référons à [BCMM] pour le traitement de la condition aux limites non
homogène). Il est bien connu [GR, Chapter 1, § 5] [BCaM, Section II] que
ce problème admet les formulations variationnelles suivantes pour a nul et a
égal à - 1/2. Trouver (%p) dans Hl

a>0(ù)2 x £«(Û) tel que

(IIL3)

n

où («, . )« désigne le produit de dualité entre H]
aQ(Q)2 et son dual. On en

déduit que, pour f dans le dual de if̂  0(O)2, il admet une solution unique *

(u,p ) dans Hlo(ü)2 x £«(ft) vérifiant p(x)ma(x)dx = 0.
Jn

Nous allons étudier deux discrétisations différentes de ce problème dans
le cadre suivant. Soit N un entier fixé s? 4. On considère deux espaces de
polynômes XN et MN tels que

(IIL4) P ^ ^ c ^ c P ^ ^ Û ) 2 et MN^PN(Ü).

On introduit ensuite trois ensembles finis de points contenus dans
Ü, que l'on note H ^ E ^ et Ef

N. Pour f = (ƒ, g ) donné maintenant dans
(<ë°(Ù))2, le problème de collocation consiste à trouver un couple
(uNipN) dans XN x MN, uN = (uM, vN), tel que

r r
Vu . V ( w c o j ^ x - d i v (w<ûa)pdx= <f, w > a ,

JÛ Jn

(IIL5)

-v(AuM)(x)+

-v(àvN)(x)+ (dpN/dy)(x) = g(x), xeE
Ny9

(drvu^)(x) = 0,
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Suivant la théorie de [B], une condition de compatibilité entre les espaces
XN et MN est qu'il existe une constante $N > 0 telle que

M N , 3 w N e X N / b N ( w N , q M ) ^ M l ^ l l l a n | | ^ l l O f Œ > n >

où la forme bilinéaire bN est soit l'application :

(w, q ) -» - div (wwj q dx,
Jn

soit une approximation de cette forme obtenue en remplaçant l'intégrale par
une formule de quadrature numérique ; elle apparaît dans la formulation
variationnelle du problème discret (III.5). La condition (III.6) est nécessaire
pour que le problème discret soit bien posé.

On appelle mode parasite pour la pression tout polynôme qN de
PN(£l) tel que

et on note ZN le sous-espace vectoriel formé par ces modes ; bien entendu,
l'espace MN devra être contenu dans un supplémentaire de ZN pour que les
espaces XN et MN soient compatibles.

Suivant la terminologie de H. Vandeven [V], on appelle suite de modes
faiblement parasites toute suite (qN)N telle que qN appartienne à
PN(ft) et que

/TTT ON 1* &N(WNI QN) „

(III.8) lim sup j — ^ —— = 0 ;

l'existence d'une telle suite, avec qN appartenant à M^, empêche la
constante $N d'être minorée par une constante strictement positive indépen-
dante de TV. Dans ce qui suit, nous allons nous efforcer d'obtenir des
minorations optimales pour $N.

n i . l . Algorithme à une seule grille

Cet algorithme, le plus simple a priori, a été étudié successivement dans
les cas a = 0 et a = — 1/2, pour le problème de Stokes et les équations de
Navier-Stokes, avec des conditions aux limites de Dirichlet homogènes ou
non homogènes [BMM] [BCaM] [BCMM]. Nous référons à [Mé] pour des
résultats numériques dans le cas des équations de Navier-Stokes tridimen-
sionnelles.

Dans ce paragraphe, a est soit nul soit égal à — 1/2. On désigne par
if, O^j^N, les zéros du polynôme (l -1,2) J^\ rangés par ordre

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysts



RELÈVEMENT POLYNÔMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS 583

Figure III. 1. — La grille S^ pour JV = 7 dans le cas a. = 0.

croissant, et on rappelle [DR, § 2.7] qu'il existe des poids p" > 0,
0 =s j ^ N, tels que la formule de quadrature de Gauss-Lobatto

(III.9)

soit exacte sur

(III. 10)

définit la grille

Le problème de collocation que nous considérons est le problème (III.5),
avec

(III. 11)
XN = etNP

Ce problème admet alors une solution unique [BCMM, Section III] ; de
plus, si la solution (u,/? ) du problème de Stokes (III. 1) (III.2) appartient à

2 x H*~ \ft) pour un réel a ^ 1 et si la force f appartient à
pour un réel p > 1, on a la majoration d'erreur

(111.12)

Le but est maintenant d'obtenir une estimation pour \\P — PN\\0 a a-
Sur l'espace PN(Q) x PN(Q), on définit la forme bilinéaire

(111.13)
j = 0 î = 0
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qui est en fait un produit scalaire [CQ, § 3] vérifiant

(111.14) V % e i

La forme bN(., , ) est définie par

(ni. 15) V^ePjW, V^eP

AT, ?*) = - « l div (WJV <oa),

On rappelle que l'espace ZN est de dimension 8, engendré par l'ensemble

et on note Z^ l'orthogonal de ZN pour le produit scalaire discret
(.,. )aM- On suppose enfin que l'espace MN vérifie les deux hypothèses
suivantes :

1) l'opérateur de projection orthogonale 11^ de MN sur Z^ pour le
produit scalaire discret (.,. )aN vérifie

(111.16) ^a)il

2) il existe un réel K 0 < X < 1, tel que

(111.17) lqNeP[XN](n); j ^ ( x ) coa(x) dx =

où [XN] désigne la partie entière de X.N.
Des exemples d'espaces MN satisfaisant ces deux hypothèses ont été

donnés dans [BMM, Prop. V.5] [BCaM, (IV.49) (IV.61)]. Sous les hypothè-
ses de régularité précédentes, on sait alors que

II s'agit d'obtenir une minoration pour la constante p^.
Dans ce but, on introduit la suite de polynômes K%, n === 2, définie par

(in-18) J

d'après la formule (1.16), on a

(111.19) ^ ( 0 = - (1/(W - 1 )(n + 2

donc ^ est un polynôme de degré n s'annulant en ± 1.
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LEMME III . 1 : Soit a vérifiant a > — 1. Pour tout entier n 5= 2, le polynôme
* est donné par

Démonstration : Écrivant le développement de K% sous la forme
n

= V am J^, on a par intégration par parties
m = 0

d'après la formule (1.18), on en déduit que les am sont nuls sauf pour
m = n Qt m = n — 2.

D'après (III. 19), le coefficient du terme Ç" dans K* est égal au coefficient
de £"~1 dans J^_ t divisé par « + 2 a ; la formule (1.15) implique que

an =n/(2n + 2 a - 1 ){n + a ) .

Le coefficient afl = 2 s'obtient finalement en écrivant que K* s'annule en
± 1 et en utilisant (1.14).

On note que le système {JQ,JÎ,...,J^_UK^ constitue une base de
PN(A), de sorte que tout polynôme de PN(A) peut s'écrire

COROLLAIRE III. 1 : Soit a vérifiant a > — 1 . Tout polynôme <pN de
PN(A) s'écrivant sous la forme (111.21) vérifie

(111.22)
' «l/(n + 1/2).+

Démonstration ; Le Lemme III. 1 montre que le polynôme K^ est
orthogonal à tous les J%, 0 ==: n ^ JV - 1, n ^ N — 2. On a donc

n = 0, R * N - 2
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en utilisant (1.17) et la formule de Stirling, on en déduit

n = Q,n*N -2

Il reste à évaluer le terme

implique
ot^_2 JN-i + n a A '

LemmeIII.1

• a - l ) / ( 2 JV + 2 a -

+ p2(iV/(2 N + 2 a - 1 )(JV + a))2

En posant 7 = p(iV + a - 1 )/(2 - 1

n ï 2 II i* V

- 1), on obtient

2 a)(jV + 2 a -

on en déduit, en utilisant le fait que la quantité - 2 aN _ 2 7 est
^ - (2/3) <x^2 - (3/2) 7

2 et - 2 c^_2 7 ^ 4 _ 2 + y\

Une fois de plus, (1.17) et la formule de Stirling donnent

ctâ-2/Ut - 3/2) + $2/(N + 1/2)3) ^ | | ^ _ 2 ^ _ 2 + P ^

^ c'(a^„2/(7V - 3/2) + £

ce qui permet de conclure.
Le résultat principal de ce paragraphe est énoncé dans la proposition

suivante. Sa démonstration utilise une idée de S. Jensen et M. Vogelius [JV,
Prop. 1] qui ont prouvé un résultat semblable dans le cas a = 0 et sans
conditions aux limites.

PROPOSITION III. 1 : Soit a vérifiant a > - l . Pour tout polynôme
qN de PN{CL) orthogonal àJ$J$,J5 / £ , J% J$ et 7£ J% dans Ll(Cl), il existe un
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polynôme zN de PN(£l)2 tel que

587

(111.23)

et

div (z^ ü)a) = qN wa dans H ,
z ^ - n ^ O surTj, 7 e Z / 4 Z ,

(111.24) IJz^Hj a n * * c N \ \ q N \ \ O a a .

Démonstration ; On écrit le polynôme qN sous la forme

m = 0 « = 0, m + n ̂  0

de sorte que, d'après le Corollaire III. 1,

(111.25) \\<lN\\laA^c(Y Y aL/(m+l/2)(«+l/2)
m = 0 n = 0, n

N-\

On choisit le polynôme zN égal à (z^, tN), avec

(111.26)

ZN = /_, mn m + I

= 0 « = m + 1

De la formule (III.18), on déduit que, en tout point x = (x, y) de Cl,

div (Zjv «B)(x) = (b(zN p j /9x)(x) Pa(y)

W„(X)

ainsi que la majoration

D'après la formule (III.19), zN{± 1,. ) et %(., ± 1 ) sont nuls, ce qui a trois
conséquences. La première est que zN . n 3 est nul sur Yh J e Z/4Z, ce qui
achève la démonstration de (III.23) ; ensuite, comme l'application :
<p -» tppa est un isomorphisme de /f^0(À) sur / f i a j 0(À), on déduit de
l'estimation précédente

(IH.27) ||
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finalement, comme la semi-norme | . | j a A est une norme sur
équivalente à la norme ||. || j a A, on a aussi

(111.28) I l^ l lo , a ,n+H^l lo , a ,n^ c l l^ l lo , a ; a-

On calcule alors

dzN/dy = + l J?

dtN/dx=
m = 0 n = m

On sait [BM15 (V.28)] que ||

également, comme K^ appartient à
0 a n

est ^ en, , et on a

on en déduit

2^ mn m -

(c'/(N+1/2))

), a, A

2

"YmJV ^ m + 1
0, a,

Pour 1 l, K^ est orthogonal à tous les Kf, sauf pour r = m — 2,
4- 2 ; comme IIKZII est =s cm'3/2, on obtient

" "• " 0, a, A

+ 1/2)] T f 7^/(m + 1/2)

N~\ f N-\ \ 1/212
X Y a

2
mn/(m+l/2)\

n = 0 \m=n,m + n^0 I J

+ [c'/(N + 1/2)] [ Y y2
mN/(m + 1/2)

m = 0, m + « # 0

[c'/(JV+l/2)] + 1/2)1 ,
J
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et finalement d'après (111,25),

589

n+ 1/2)
« = 0 m - 0, m + n # 0

+ (l/(N + 1/2))3 /*£ yiN/{m + 1/2)

En effectuant le même calcul pour ||3%/3x||0 fi, on conclut

(IIL29)

Les estimations (111.27) à (IIL29) entraînent (111.24).

COROLLAIRE III.2 : Sous les hypothèses de la Proposition III.l et avec les
mêmes notationss le polynôme zN vérifie

(111.30) | | z^ .T j 0 a r ^ c AT-p(o . a } | M | 0 > a | n , / e Z / 4 Z .

Démonstration : D'après la formule (111.26), on voit que

« = 0 m = n, m + n ?t 0

En inversant l'ordre de sommation et en utilisant (1.14) avec la formule de
Stirling, on a

m = 0

où m2 a est borné pour a =ss 0 et majoré par AT2 a pour a > 0. On effectue le
même calcul pour ||*# (± 1,. )||0 a A et on obtient (III.30).

On revient maintenant au problème discret (III.5) (III. 11) et on rappelle
que l'espace MN vérifie l'hypothèse (III. 16). On commence par le cas
a = 0.
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PROPOSITION III.2 : Lorsque a est nul, pour tout polynôme qN de
MN, il existe un polynôme wN de P^jl(Cl)2 tel que

(111.31) bN(yvN,qN)^cN-l\\yvN\\ha\\qN\\Qn.

Démonstration : Soit qN un polynôme de MN. Par définition de
Zfc, UNqN est orthogonal à J§ J§, J$J%9 J% JQ e t A A P o u r l e produit
scalaire discret (.,. )0 N mais également pour le produit scalaire de
L2(£l). La Proposition III. 1 nous permet alors de construire un polynôme
zN de P°Nl(iï)2 tel que

[div zN = UN qN dans fl,
{zN.nj=0 surTy, 7

avec

(IIL32) 1 , n o , n

et

(111.33) Uz^Tj^r^cUn^^l^^, /GZ/4Z.

D'autre part, on désire appliquer le Théorème II. 1 à l'élément

®N - (0, - zN . Tj)Jez/4Z d e II ^^(r,/) x PivCO) dans le cas m = 2.
ƒ Ë Z/4Z

La condition de compatibilité (C)o 0 est évidente, les conditions (C) l j 0 et
(C)0)1 viennent du fait que zN s'annule en a/5 / e Z r / 4 Z ; la condition

s'êcnt

= 0, JeZ/4Z9

et résulte du fait que

= n^ qN(± 1, ± 1 )
2 , (1 ±x)(l ±y)4f4')oN = 0

par définition de Z#. On déduit alors du Théorème II. 1 que la fonction
\\tN = Qlf ON est telle que

4,̂  = 0 sur Tj et dtyN/bnj = - zN. Tj surTy, / G Z / 4 Z ,

et vérifie

(111.34) | | ^ | | 2 n ^ c i V Y ^„.TJW
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Finalement, on choisit wN = - zN + rot tyN. Le polynôme w^ appartient à
§ \ 2 et on calcule

, qN) = ~ (d i v WÂ >

= (div zN, TLN qN)0 N = (T1N qN,TlN qN)ö N ,

ce qui, d'après la propriété (III. 14) et l'hypothèse (III. 16), implique

M * * , ^N)^C\\UN qN||Ojn ||qN||0>ft .

Pour conclure, il reste à écrire que

et à utiliser (111.32), (111.33) et 011.34).

Remarque III. 1 : La même démonstration que précédemment implique
également que, pour tout polynôme qN de MN, il existe un polynôme
«V de P V ( n ) 2 tel que

011.35) - f div W/v <7„ Jx ̂  cAT-'|| w * II m i l l i o n -

En outre, il faut noter que la minoration de la constante Pyy obtenue dans
[BMM, Lemme Y.5] était en cN~2, ce que le résultat ci-dessus améliore
nettement.

Remarque III.2 : Dans le cas a = 0, H. Vandeven [V] a exhibé une suite
de modes faiblement parasites prouvant que l'estimation (III.31) est
optimale. En effet, soient \Nl, 1 **i ** N — l, les valeurs propres du
système : trouver tyN dans P^ ] (À) tel que

(III. 36)
/ - 1

que l'on suppose rangées par ordre croissant, et soient i\fNl, 1 =s / =s= N, des
vecteurs propres associés. On suppose TV pair, on fixe un entier k tel que
\\sNk soit une fonction impaire et on choisit

(111.37) qN(x) = J°N(

on peut alors vérifier que

On étudie maintenant le cas a = - 1/2.
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PROPOSITION III.3 : Lorsque a est égal à — 1/2, pour tout polynôme
qN de MNi il existe un polynôme wN de P^X{VL)2 tel que

(111.38) ^(^^^^cTV-^llw^ll.^JI^II^^^.

Démonstration : La démonstration est identique à celle de la Proposition
III.2, à quelques détails techniques près. Soit qN un polynôme de
MN. Par définition de Z# , on peut d'après la Proposition III. 1 construire un
polynôme xN = (zN, tN) de P$l(Q,)2 tel que

div (z^ o>_ 1/2) = (11^ qN) w_ 1/2 dans O,,
0 ^ . 0 ^ = 0 s u r r / 5 Je

avec

011.39)

et

011.40) | | 2Ar - ' r / | | 0 , _ 1 / 2 > r / *c | | n w 9 w | | 0 > _ 1 / 2 | n , JsZ/4Z.

D'autre part, on cherche un polynôme \\tN de PN(O>) tel que

(111.41) ü>i/2r<>t (\\tN co_1/2) = zN sur Tj, JeZ/4Z.

On observe la propriété suivante

(IIL42) V x ^ e P j ^ A ) , lim ?xj2(d/dQ{XN P . i/2) = ( 1 / 2 ) X M ± D -
£ - * ± l

La condition (III 41) équivaut alors à

^ = 0 sur Tj et àtyN/dnj = - 2 zN . T7 surr / s / e Z / 4 Z .

Pour appliquer le Théorème II.l à l'élément <èN = ( 0 , - 2 z^, TJ)J€Z/ 4Z ̂ e

x PN(Tj) dans le cas m = 2, on doit vérifier les quatre

conditions de compatibilité (C) o 0, (C)1>0, ( C ) 0 1 et (C)1#1 . Là encore, les
trois premières sont évidentes, la quatrième équivaut à

( d i v z A r ) ( a J ) - 0 , J e Z / 4 Z .

Grâce à la propriété (111.42), on note que (divz^)(a7) est égal à 2 fois la
quantité [o>1/2 div (zN o>_ 1/2)](»/), c'est-à-dire à 2 n ^ qN{&j) qui est nul par
définition de Z ^ . D'après le Théorème II.l , la fonction \\tN = g ^ ô ^
satisfait les conditions aux limites cherchées et vérifie

011.43) \\^N\\2
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Finalement, on choisit w^ = - iN + rot \\fN. Le polynôme vtN appartient à
fy]2; comme précédemment, on a

et on écrit la majoration

Remarque III.3 : Ici également, le résultat est meilleur que dans [BCaM,
Prop. V.5], où la minoration de la constante $N était en cN~2. Toutefois,
dans le cas a = — 1/2, on ignore si la minoration (III.38) fournit une
estimation optimale de $N.

En conclusion, si l'espace MN vérifie l'hypothèse (III.16) et (IIL17), si la
solution (u,;?) du problème de Stokes (III. 1) (III.2) appartient à l'espace

2 x Hl~A{Çl) pour un réel Œ ̂  1 et si la force f appartient à
pour un réel p > 1, on a la majoration d'erreur

(111.44)

m.2. Algorithme à trois grilles

Cet algorithme n'a été étudié que dans le cas a = 0 [BM2], sa justification
dans le cas a = — 1/2 est en cours.

Pour simplifier les notations, les polynômes de Legendre j j , n E l\l, seront
simplement désignés par Ln. Dans ce paragraphe, on note lh 1 === i *s N, les
zéros du polynôme JL^ et £y, 0 ^j ^ N, les zéros du polynôme (1 - i2) L'N,
rangés par ordre croissant ; on rappelle [DR, § 2.7] qu'il existe des poids
(o, > 0,1 ^ l'^ N, et pj > 0, 0 ^j:^ N, tels que les formules de quadrature
de Gauss et de Gauss-Lobatto

(111.45) f' t / « ) d t - X Ua,)<ùt et [' t /«)dÇ- Y
J - l ,=1 J - l y=0

soient exactes sur P2N-y(^)- On définit les grilles

(111.46)
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Figure III.2. — Les grilles E ^ HNj, et H^ pour N - 1.

Le problème de collocation que nous considérons est le problème (III. 5),
avec

(111.47) 1 ^ = L^eP^ .KA); C

Nx9 ENy et Ef
N définis par (111.46) .

Ce problème admet alors une solution unique [BM2, Thm 1] ; de plus, si la
solution (u,p) du problème de Stokes (III. 1) (III.2) appartient à l'espace
H^iQ)2 x Hu ~ \Q,) pour un réel a =s= 1 et si la force f appartient à
i/p(O)2 pour un réel p >• 1, on a la majoration d'erreur

(IIL48) ji — a M

Le but est maintenant d'obtenir une estimation pour ||/? — ƒ?# ||0 n-
La forme bN est définie par

(111.49)

VwJV= (wN9 zN)eXN,

i> Cy) Pi= £ E w
i = 0 j = ï

+ £ "£'
i = 1 y = 0
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et l'exactitude des formules de quadrature permet de montrer la propriété
essentielle suivante

(111.50)

qN) = - X I (d i v WJV)(CÎ> ij) <?N(£h ij)
i - 1 ; = 1

On rappelle que l'espace MN ne contient aucun mode parasite et, par
conséquent, que la constante $N est > 0. Sous les hypothèses de régularité
précédentes, on sait alors que

II s'agit d'obtenir une minoration pour la constante p^.
On commence par démontrer un résultat technique. Soit ir^ l'opérateur

d'interpolation aux points de Gauss : pour toute fonction cp de °À

ir$ cp appartient à PN_^(A) et vérifie

ou, de façon équivalente,

(111.52) VXw e P w _, (A) , £ (irjj <p - <p)«,) XAKU »,- = 0 .

LEMME III.2 : L'opérateur TT^ vérifie la propriété de stabilité suivante

(111.53) V ^ e P J U ^ ^

Démonstration : On vérifie facilement que ir$ est égal à l'identité sur
PN_x(A) et que TT^ LN est nul En utilisant la formule (1.15), on constate
aussi que ir$ L^ + x est égal à - NLN _ X/(N 4- 1 ). Tout polynôme
<ptf de P ^ ! ( A ) s'écrit sous la forme

de sorte que

n

Ceci entraîne
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Le fait que tpN (± 1) soit nul s'écrit

aAr + a i V _ 2 -ha A r _ 4 + . . . = 0 et et N+ï + aN_{ + aN_3 + - - > = 0 .

De la première équation, on tire

[N-2 ll/2r#-2 -11/2

On écrit la seconde équation

1)) -

de sorte que

On note alors que

d'où

On désigne maintenant par IT$ l'opérateur TT% ® ir#. Le résultat suivant a
été énoncé dans [Sj, Lemma 2.5] et démontré dans [S] avec l'opérateur
Iï^_! de projection orthogonale de L2(IÎ) sur PN_X(Q) à la place de
l'opérateur n$.

COROLLAIRE IIL2 : L'opérateur 11$ vérifie la propriété de stabilité
suivante

(111.54) V ^
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Démonstration : On commence par noter que

ƒ.

en utilisant le fait que l'opérateur TT$ soit égal à l'identité sur PN _ x (A) puis
sa définition (IIL52), on en déduit

n

= E Z

On développe alors le polynôme \\fN sous la forme

*it(x,y)= E ^ ( L B t l - I » _ , ) W ( L ,
m = 1 n = 1

de sorte que, d'après les formules (1.16) et (1.18),

*N/dx2)(x,y)
N N

= - E Z<*mn((2m+lX2n+l)/n(n+l))

iv((2m+l)(2«+l)/m(m+l))(l-x2)L;WL;W.

On voit que, pour k + Z

£ (l - g) Lkttô

1

(1 - ç2) £jfc(O ^KÜ ̂  = (&(& + 1 )/(k + 1/2))
- 1

tandis que
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on en déduit que

N N

i l m - 1 n = 1

où les constantes \^, 1 ̂  k =s N, sont s= 0, et, par conséquent,

(IIL55)
a

On calcule maintenant, en utilisant le Lemme III.2,

N\\2 ^2 f

donc, comme TT̂  est égal à l'identité sur PN_X(A) et grâce à (IIL55), on a

2
2

On est maintenant en mesure de démontrer la

PROPOSITION III.4 : Pour tout polynôme qN de MN, il existe un polynôme
wN de XN tel que

(111.56) bN(wN,qN)^cN--!l8\\yyN\\ln\\qN\\on.

Démonstration : Soit qN un polynôme de MN. La construction de
vfN, assez longue, comporte trois étapes.

1) Étant donné un élément rN de P jV(n), on considère le problème :
trouver \\$N = TNrN dans Pfyl

+l(Q,) tel que

(111.57)
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II s'agit d'un système linéaire de N2 équations à N2 inconnues, qui admet
une solution si et seulement si cette solution est unique. Or, comme
rN est égal à 11$(Ai^), on déduit du Corollaire IIL2

donc le problème (III.57) admet une solution unique. On choisit maintenant
\\fN égal à TN qN, de sorte que

(111.58) ll^lUn^^^ll^llo,!,-

2) On pose alors

\ j = ( d \ \ f N / d n j ) ( a ) tfcr , J e Z / 4 Z .

Pour / dans Z/4Z, on définit les polynômes <p° par

)(*j_ { + sr/) ds + X/Ê°*(l - 0 ,

où £0* est le polynôme de degré 3 vérifiant les conditions aux limites (II.3)
dans le cas m = 2, et on vérifie qu'ils appartiennent à P$\2{Tj). Finalement
on choisit

J e Z/4Z

Grâce à la condition de compatibilité (C)o 0

= X I (dtyN/dnj)(<r)d<T

Jn

JeZ/AZ

n

on voit que le polynôme XN e s t tel que

(111.59)
= 0 = - grad ̂  ̂  • T7 sur r y , / G Z /4Z ,

Nnj s u r r / 5 JeZ/4Z.

D'autre part, de la Proposition II.2, on déduit

/eZ/4Z
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On utilise alors le Corollaire A.2 (voir Remarque A.3), ce qui donne

J e Z/4Z

fC
D'après l'inégalité de Poincaré-Friedrichs, l'application: \\t -• ty(£) de,

J-i
est linéaire continue de l'espace des fonctions de L2(A) à moyenne nulle
dans ^o(A) et de l'espace des fonctions de H$(A) à moyenne nulle dans
//o(A) ; donc, d'après [LM, Chap. 1, Thm 13.3], elle est linéaire continue
des fonctions de //^2(A) à moyenne nulle dans Hffi(A). On applique ce
résultat à la fonction :

et on obtient

^ c l N'l\\\B^N/dnj\\
/eZ/4Z

^Il1/2*sry+ll9^/9^llo,r;-
/6Z/4Z

Maintenant, sur le côté TT par exemple, on a d'après [LM, Chap. 1, Th.
10.1]

| L ? / . „ i _ , . + II 8 v J i A , / 8 j c | | „ t . T?T, ,

^ c l l ^ l l 2 , n -

En utilisant un argument identique pour les trois autres côtés, on arrive à

(HI.60)

3) Le polynôme zN = {zN, tN), défini comme la somme de grad \\i N et de
rotx^, appartient à [P^+ 2(A) ® P°NI I ( A ) ] X [P%l

+l(A) ® PON[I(A)],

on désire le modifier légèrement pour diminuer son degré. Pour cela, on
l'écrit sous la forme

(111.61)
tN(x,y)= (1 - y2)£ p„ (x ) L'n(y)
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et on choisit e^ égal à (eN,fN), avec

*N(x>y) = (1 - * 2 ) [ < * J V O 0 £ * ( * )

(III.62) -

<*+ i 0 0 +(N + 2) L'N_x{y)/{N - 1))] .

majorer sa norme. OnLe polynôme e^ appartient à ^P^
calcule d'abord, d'après la formule (1.16),

N + 1

dzN/dx = - £ aB00 «
n = 1

et

BeN/dx = - ccN(y) N (N + 1) LN(x)

2)[(N + 1) LN + i(x)

de sorte que || 8^/3x1^ Q est ^ ||8z^/8x||0 ft. Le même raisonnement
appliqué à dfN/ày montre que

Mais on a aussi

2) / (2 TV + 3)

(LN(x) - LN_2(x))(N + 2) N/(2 N - l)]

d'où l'on tire

et

On fait également le même calcul pour dfN/dx et on obtient
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Ces deux estimations, avec l'inégalité de Poincaré-Friedrichs, donnent

011.63) | | e „ | | l i i = £ C | | z „ | | l j n ^ c '

Finalement, on pose

(III-64) w^ = grad ty N + rot

On calcule alors

Z (di

On note que

div eN = - aN(y) N (N + 1 ) LN(x) - aN + , (y) (N + 2)(2 N + 1 ) x i^ (
TV + l

de sorte que div eN s'annule en (Çl5 £,), l ^i, j ^ N. Ceci et le fait que
<7AT appartienne à PN_l(A) entraînent

Finalement, la définition (111.64), avec (III.58), (III.60) et (111.63),
implique

d'où le résultat.

Remarque IIIA . La minoration de la constante $N obtenue dans [BM2,
Prop. 5] était en cN~5^2; là encore, l'amélioration est grande.

En conclusion, si la solution (u,/? ) du problème de Stokes (III. 1) (III.2)
appartient à //^(fl)2 x H°~ l(H) pour un réel a ^ l et si la force f
appartient à Hp(fl)2 pour un réel p :> 1, on a la majoration d'erreur

(111.65) \\p-pN\\oa*z

La convergence est donc légèrement moins bonne que pour l'algorithme à
une seule grille. Toutefois, on sait [G, Thm 3.3.3.1] que, si la donnée f est
suffisamment régulière, la solution (u,p) du. problème (III. 1) (III.2)
appartient à Ha°(Cl)2 x Hu° (Cl) pour a0 = 3,7396 ; il y a donc convergence
de la pression discrète vers la pression exacte.
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ANNEXE

On démontre ici des résultats de stabilité sur différents opérateurs de
projection. Une conséquence immédiate est la majoration de certaines
constantes minimales cs(N) définies en (1.20).

On rappelle que TTN O désigne l'opérateur de projection orthogonale de
Ll(A) sur PN(A). L'opérateur T T ^ est défini de /^ ) 0(A) dans P§ L(A) de
la façon suivante: pour toute fonction <p de Hl 0(A), le polynôme
77̂  \ <p appartient à P$](A) et vérifie

(A.l) jHA), f

(on réfère à [BM1, § IV] pour les propriétés d'approximation de cet
opérateur). Le lemme suivant généralise des résultats de [CQ, Thm 2.4] et
de [SV, Lemma III. 1].

LEMME A.l : L'opérateur de projection TT%^ se prolonge en un opérateur
défini sur L^(A) qui vérifie

(A.2) V«peL o
2 (A) , H . 1 , <P|I0.«,A *

De plus, l'opérateur de projection TT^ O vérifie

(A.3) V c p e <

Démonstration : Soit cp une fonction de Hlj0(A). De la définition (A.l),
on tire

L'application : tyN -• i|i^ est linéaire et mjective de P $ ](A) dans PN _ 2(A),
elle est donc surjective. On en déduit qu'il existe deux coefficients
aN _ t et a^ tels que

(A.4) -n%jx 9 = TT^ _ 2) 0 9 + a^ _ Y J% _ ! + a^ J% .

Pour calculer les coefficients an, « = JV - 1 et n = iVs on écrit

«„= [' ^
J - 1
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D'après la formule (1.18), ceci donne

n + 2 a + 1 n-a

Comme p_ p a ) ' e s t un polynôme de degré as TV — 1, on obtient

+ 2 o + l ) (« + 2 a ) ]
ri

/ O, 1

J - l

(« + 2 a ) ]

j1

D'après la définition (A.l), ceci entraîne

a„ = [(n + a ) / ( 2 n + 2a + l )(n + 2 a ) ]

J' (j?-,-d/2)

I

d'où finalement, pour n égal à N - 1 ouJV,

(A.5) ^

[(/i + a ) / (2B + 2 a + l ) (n + 2 a ) ] I ( W a ) ' JJ_,
J- 1

- [(» + a ) / ( 2 « 4- 2 a + 1 ){n + 2 a)] ?_ i ' P„
- i

J a A

0 a A

De la formule (A.4) et de la seconde partie de la formule (A.5), on déduit
que l'opérateur TT^\ 9 se prolonge de façon naturelle à l'espace Z^(A) et
qu'on a pour toute fonction 9 de Ll(A)

La majoration (A.2) découle alors de [BM1, (V.28)], de (1.17) et de la
formule de Stirling. De façon similaire, on déduit de (A.4) et de la première
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partie de (A.5) que, pour toute fonction <p de Hx
ai0(A),

«P II 1>a,A

et Ton obtient

ce qui est la majoration (A.3) avec N remplacé par N — 2.
On désigne maintenant par TT̂ JO l'opérateur de projection orthogonale de

LI(A) sur P$X(A). Le résultat suivant a été démontré dans [BMS,
Lemma III. 1] dans le cas particulier a = 0.

LEMMA A.2 : L'opérateur de projection

(A.6) V « p e < I K V | |

Démonstration: Grâce à la formule (1.16), on voit que l'orthogonal de
P$ ](A) dans P#(A) pour le produit scalaire de L«(A) est engendré par
Jjtr' et ^ + i'. Donc, pour toute fonction 9 de Ll(A), il existe deux réels
PAT et p # + ! tels que

(A.7) 7T^0 q> = 7T^0 9 + P ^ / ^ ' + PiV + l ^ + l' .

avec, pour n = N et « = iV + 1,

(A.8) p„ = J

Si la fonction 9 appartient à i/^0(À), on obtient par intégration par parties

On applique alors la majoration (A.3) et l'inégalité inverse (II.6), ce qui
donne
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Le résultat se déduit alors de [BM1, (V.28)].

C O R O L L A I R E A . l : Pour tout nombre réel s, O s s s s s l , s # ( l + a ) / 2 ,
pour tout polynôme (pN de P^l(A), on a l'équivalence de normes

a, A "-" H ^ n U a , A '

Démonstration: D'après le Lemme A.l, l'opérateur -n%\ est linéaire
continu de / f ^ 0 (A) dans P $ l(A) muni de la norme \\.\\x a A, de norme ^ c,
et de Ll(A) dans P$*(A) muni de la norme I M | O a A , de norme
=s cTV1^2. En interpolant ces deux résultats [LM, Chap. 1, Th. 5.1], on voit
qu'il est linéaire continu de / / £ 0 (A) dans P ^ ( A ) muni de la norme
i,wll* IL a A' ^ e n o r m e ^ cN^1 ~S^ 2. En appliquant ce résultat à n'importe
quel polynôme q>N de PN(A), on obtient

Grâce au Lemme A.2, le même argument utilisé pour l'opérateur
TT^O donne la seconde majoration.

Remarque A.l : L'inégalité (A.9) s'étend au cas s = (1 4- a) /2 , à
condition de remplacer la norme ||. || (1 + ,, 2 a A par la norme d'interpolation
d'indice (1 - a ) / 2 entre //«j0(A) et Z,*(A).'

Remarque A.2 : Dans le cas simple a = 0, on montre en utilisant [BS,
Thm 7.5] que

L'extension de cette démonstration aux espaces avec poids est en cours
d'étude.

Nous allons maintenant établir des résultats du même type à l'ordre 2. Les
techniques de démonstration sont essentiellement les mêmes. On définit
l'opérateur ir^2

2 de la façon suivante : pour toute fonction <p de # 2
 0(A), le

polynôme TT^2
2 9 appartient à P^2(À) et vérifie

j 2 (A) , H

LEMME A.3 : L'opérateur de projection TT^2
2 se prolonge en un opérateur

défini sur L 2 (A) qui vérifie
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De plus, l'opérateur de projection TTN O vérifie

| | ^ 0 <p ||2>a> A *= c N ^ \ \ < p | | 2 ^ A .

Démonstration : Pour toute fonction cp de //^0(A), on a

Comme l'application : tyN -+ i|>^F) est linéaire injective et donc surjective de
P$2(A) dans PAr_4(A), il existe quatre constantes 7^ = 3, 7AT_2S ~1N-\

 e t

7^ telles que

(A.13)

™N% <P = ^ ^ - 4 , 0 9 + "Y/V-3 ^ - 3 + yN-2JN-2 + 7iV _ 1 ̂ _ i + 7 w / ^ -

Pour évaluer les constantes ym, N — 3 ̂  m ^ N, on applique deux fois la
formule (1.18) et on obtient

avec

) (
1 (n + a - 1 )(« + a)
) ( 2 « + 2 a + l ) (n + 2 a - l)(n + 2 a)
1

Chacun de ces coefficients est majoré par en . On calcule alors

0,a, A

(< 2
2 (<P)PJ"

d'où, d'après (1.17) et la formule de Stirling, en posant

(A. 15) -Ym«cm
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Comme p.aC'nr&^Op) Pa)" e s t u n polynôme de degré =s iV — 2, les Ôn sont
nuls pour n s* N — 1. Lorsque n est compris entre 2 et AT - 2, il existe deux
constantes X et (x telles que le polynôme

MZ+2(O= P P (^

appartienne à P$2(A). On a alors

Par intégration par parties, on peut définir les ôfl, N - 5 ^n ^ N ~ 2, et
donc le polynôme TT^2

2 9 pour toute fonction <p de L„(A). De plus, comme
ll^'lio a A e s t ^ c " 3 ' o n obtient les majorations

(A.16) |ôJ^c« 3 | | 9 | | 0 j C 1 ,A et |8„| -s cw"^ll«pH2>Œ>A .

On déduit alors de (A. 13), (A. 15) et (A.16) la majoration (A. 11), ainsi que
la majoration (A. 12) en remplaçant TV - 4 par N.

On étudie alors la stabilité de l'opérateur ir^2
0 de projection orthogonale

de Ll(A) sur P&2(A).

ME A.4 : L'opérateur de projection ^ A vérifie

Démonstration : On commence par étudier la stabilité de l'opérateur
^'O. Des formules (A.7) et (A.8), on déduit que, pour toute fonction <p de
Î

avec, d'après la formule (1.18),

. -7/211
Cfl " ^ 'I 2, a, A •
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On obtient, d'après l'inégalité inverse (II.6),

Maintenant, on note que l'orthogonal de P$2(À) dans P$ !(À) pour le
produit scalaire de Ll(A) est engendré par (1 - £2) J$nn et (1 - £2)
On a donc

avec, pour n égal à TV et à N + 1,

On note d'abord que, d'après (1.16) et (1.14), 7"(JT/) est égal à
(rt + 2a+ l ) ( r c + 2 a + 2) J^i'/4 et on en déduit [BMl, (V.28)]

(A.20) ^ ^ | | ( l - Ç

et, grâce à l'inégalité inverse (II. 6),

D'autre part, en utilisant (1.16) et en dérivant, on obtient

(1 - Ç2) jf1^ = 2(a + 2) Ç/r - (« - 1 )(n + 2 a + 2) Jï'
= 2(a + 2)(y?)ff - («2+ (2 a + 1) n + 2(a + 3)) J%' .

À partir des formules (1.15) et (1.18) respectivement, on écrit (iJ%)" et
JJ" en fonction de J%+ {" et J%_ l ". On constate que

avec des constantes r\n et 6n majorées par en. On en déduit par (A.20) que

<«">»)• (eB ^+ , +1), J ? , ) 4 1 /1 | (i - £2) /;(///J|| a A

On déduit la majoration (A. 17) de (A. 18), (A.21) et de la ligne précédente.
On applique les mêmes arguments que dans la démonstration du

Corollaire A. 1 successivement aux opérateurs ir^2
2 et TT^V On obtient ainsi

la majoration suivante de la norme 2,N II- lij a A-

vol. 24, n" 5, 1990



610 C. BERNARDI, Y. MADAY

COROLLAIRE A.2 : Pour tout nombre réel s, 0 *= s ss 2, s ^ (1 + a ) / 2 et
s ^ (3 + a ) / 2 , />owr tow£ polynôme <pN de P%2{A), on a l'équivalence de
normes

( A . 2 2 ) || i p ^ II A ^ 2 iv II <Piv II A « c i V ( 3 / 4 ) i n f^ ' 2 - J> |i cpiv II A •
x ' n T / v II s, a, A * iV " iV 'I s, ce, À " " 5, a, A

Remarque A3 : L'inégalité (A.22) s'étend aux cas s = (1 4- ot)/2 et
5 = (3 + <x)/2, à condition de remplacer la norme ||. || ̂  +ay2 a A P a r ^a

norme d'interpolation d'indice (3 — a) /4 entre 77"^0(A) et L^(A) et la
norme ||. || (3 + a ) / 2 a A P a r ^a n o r m e d'interpolation d'indice (1 - ct)/4 entre
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