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ETUDE DE TRANSMISSION
A TRAVERS DES INCLUSIONS MINCES
FAIBLEMENT CONDUCTRICES DE « CODIMENSION UN » :
HOMOGENEISATION ET OPTIMISATION DES STRUCTURES (%)

by Mohammed HNID (%)

Communique par E SANCHEZ-PALENCIA

Résume — Considérons les structures periodiques comportant des nclusions minces
faiblement conductrices de « codimension un » De telles structures (alvéolaires, stratifiees )
sont caracterisees par 3 paramétres ¢ la periode de la structure, r l'epaisseur des inclusions et
N la conductivite de ces nclusions Le comportement macroscopique de telles structures

r i ;
s’obtient en faisant tendre (e, r,\) vers (0,0,0) avec — — 0 dans les équations qui décrivent le
€

phenomene a etudier Nous procédons a l'analyse asymptotique, qui dépend de la hmte du

r A s .
rapport critique o’ par la methode de la T-convergence et nous donnons un critére d’optimalité
€

de telles structures

Abstract — Pertodic structures mcluding thin « one-codimensional » wmclusions with small
conductivity are considered Such alveolar, stratified  structures are characterized by 3
parameters & the period of the structure, r the thickness of inclusions and N the physical
coefficient of these mclusions The macroscopic behaviour of such structures is obtained by

letting (e, r,\) tend to (0,0,0) wuh L ., 0 m the constututive equations describing the studied
€

phenomena The asymptotic analysis, which depends on the hwut of the critical ratio

14
o8 performed by means of I'-convergence method In the last section we give an optimality
£

criterion for the design of such structures

1. INTRODUCTION

L’étude des matériaux composites s’est considérablement développée ces
derniéres années suivant différentes méthodes : développement asymptoti-
que par la méthode des échelles multiples ¢f. A. Bensoussan, J. L. Lions et
G. Papanicolaou [5], E. Sanchez-Palencia [24]... ; méthodes énergétiques et

(*) Regu en janvier 1989
() J V Oldenbarneveldtstraat 62", 1052 KD Amsterdam, Pays-Bas
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628 M. HNID

compacité par compensation ¢f. F. Murat et L. Tartar [21] [22] [25]... et les
méthodes variationnelles (I'-convergence, épi-convergence, Mosco-conver-
gence) ¢f. E. De Giorgi [15], H. Attouch et R. Wets [3], U. Mosco [20]...

Nous considérons ici les matériaux comportant une répartition périodique
d’inclusions minces et faiblement conductrices de classe C! par morceaux et
de «codimension un». De telles structures sont caractérisées par 3
paramétres (cf. fig. 1):

e : période de la structure

r : épaisseur des inclusions
A : conductivité électrique ou thermique (coefficient d’élasticité) des
inclusions.

€, 7, A\, I sont faibles devant un.
€

Figure 1.

Le comportement macroscopique de tels matériaux s’obtient au moyen de
I’analyse asymptotique (homogénéisation) lorsque ~2 = (e, ¥, A ) tend vers

~ s o~ AN . F ’ e e , - . 7 2 By
O(0,0,0) et — vers § dans les equatious qui décrivent le phénoméne a
€

étudier. Nous nous proposons ici d’étudier ce processus limite pour la
conductivité en utilisant la méthode de I’épi-convergence (ou avec une
terminologie équivalente I'-convergence). Nous mettons en évidence exis-

tence d’un rapport critique dépendant de la limite de L)\ lorsque
€

h tend vers 0 et nous déterminons ’équation limite indépendamment de la
forme de la zone faiblement conductrice. Le dernier chapitre sera consacré
a I’étude d’optimalité de telles structures. L’extension de I’étude au cas du
probléme d’évolution (que nous n’abordons pas ici) s’obtient (¢f. E.
Sanchez-Palencia [24] par exemple) moyennant la théorie des semi-groupes
en s’appuyant sur un théoréme de Trotter-Kato [26] (¢f. également H.
Brezis [7]).

Le cas de la forte conductivité a été étudié par H. Attouch et G. Buttazzo
[2]. Voir également d’autres travaux récents: N.S. Bahvalov et G.P.
Panasenko [4], G. Bouchitte [6], D. Caillerie [11], D. Cioranescu et S.J.
Paulin [13], G. Dal Maso et L. Modica [14]...
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HOMOGENEISATION EN CODIMENSION 1 62

2. PRESENTATION DU PROBLEME ET RAPPELS

Soit ¥ = [0, 1]" le cube unité de R” et S < ¥ une variété de dimension
n — 1, de classe C! par morceaux et de mesure superficielle finie (cf. fig. 2).

X1
Y.
Figure 2
On pose :
Si={x+y;xeSetyeZ"}
n. g r
@.1) S(LE):{XER ; dis (X’Sl)<23}

)\sixeS(l,g) .,
a(l,g,,\>(x)= {lailleurs; xeR".

On désigne par iZ;, (h = (e, r, A )) la solution du probléme de minimisation
suivant (¢f. (2, 1))

2.2) (Z2,): {min {Fh(u)—2 J fu dx} ;ueH&(Q)}
Q
Fh(u)zj a,|Du|*dx; fe L*(Q)
Q

a(x) =a (1,£,)\) (g) : conductivité en x € Q

d’équation d’Euler :

{—div (a,Du) = f dans Q
u=20 sur afd

vol. 24, n° 5, 1990



630 M. HNID

et ’on se propose d’étudier le comportement asymptotique de la suite
{(2,);h >0} (comportement de {@;, ;2 — 0} et des minima correspon-
dants).

Pour la commodité du lecteur nous allons donner la définition (dans le
cadre métrique) et des propriétés variationnelles de I’épi-convergence (cf.
H. Attouch [1], G. Buttazzo [9], G. Buttazzo et G. Dal Maso [10], L.
Carbone et C. Sbordone [12], E. De Giorgi [15].

DEFINITION 2.1: Soit (X,7) un espace topologique métrisable et
Fy, F : X > R une suite de fonctions. On dit que la suite {F,;h -0} v-épi-
converge vers F si pour tout u€ X, on a:

T

i) V{v,l;v,, _,u} . liminf F,(v,) = F (u).
h

i) a{u,,;uh o u} : lim F,(u,) = F(u).
h

On note alors :

F—1—1lim, F, (ouF =T ((X,7))lim F)).
h h

THEOREME 2.2 : Soit (X,7) un espace topologique et G, ; F,: X — R
deux suites de fonctions.
1) Si {G); h —» 0} v-épi-converge vers une fonction G et {x, ; h -0} une

suite relativement compacte telle que lim (Gh(xh) —inf G h) = 0, alors
h X

G(X) =min G et G (%) = lim G,(x)
X k

X étant la limite d'une sous-suite (x;), de (x,)

2)Si G,=F,+H, avec H:X->R une fonction continue et
{F}; h —» 0} une suite t-épi-convergente ; la suite {G,;h — 0} est alors -
épi-convergente et l'on a :

r—lim, (G,) =1 — lim, (F,)+H.
h h

Remarque 2.1 : Si le probléme {min G (x); x € X} admet une solution
unique X alors: lim x, = X dans (X, 7).
h
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HOMOGENEISATION EN CODIMENSION 1 631

Compte tenu du théoréme 2.2, nous allons ¢tudier I’épi-convergence de la
suite {F,—2(f, . >y b 0} (¢f. (2.2)) pour une topologie pour
laquelle la suite des solutions {i, ;7 — 0} est relativement compacte.

Remarque 2.2 : Compte tenu du fait que la suite {F,; /% — 0} n’est pas

uniformément coercive, la topologie n’est pas a priori donnée : prendre par

exemple Q =10, 1[; S = {%} et f = 1. Lasuite {|Di,| ; & — 0} n’est pas

compacte dans o(L'(Q), L®(Q)) lorsque lim sup e—r)\ = 0, puisqu’elle n’est

pas équi-intégrable (intégrer (2.2) dans ce cas).

3. ENONCE DES RESULTATS

THEOREME 3.1 : Supposons que la suite {—rx;hﬁO} converge vers
€

keR™*, alors :
1) La suite des fonctions {F,;h — 0} définies sur L*(Q) par :

a,|Du|*dx si ue HY(Q)
Fy(u) = L '

+ © si ue L*(Q\H'(Q)

t-épi-converge, T = s — LY(Q), vers F'"™ définie par :

Fhomyy — th"m(Du)dx si ue H'(Q)
Q
+ o0 ailleurs,

on j™°™ est la forme quadratique définie par (z € R"):

j"m™(z) = minJ IDw+z|2dx+lJ [wlldo; we H'(Y\S)
7S ks

wY-périodique et J wdx = 0}

Y
(W] = saut de w sur S)
i"m(z) = |z|* si k=0.

Ce résultat reste valable en considérant les restrictions des fonctions
Fh’ Fhom a H(%(Q)

2) La suite des solutions {ii, ; h — 0} des problémes (2.2) est relativement
compacte dans L*(Q) fort.

vol. 24, n° 5, 1990



632 M HNID
3) Par conséquent, la suite des solutions {17,, ;h— 0} des problémes

—dwv (a, Du) = f dans Q
u=0 sur G19)

converge dans L*(Q) fort vers @ solution du probléme

{_ div (AM™(Du)) = f dans
u=20 sur 519

o AP = 97P°M o5t la matrice homogénéisée associée a jho™

Remarque 3.1.1 : Pour tout m > 0 et tout f € L%(Q), la suite des solutions
des problémes

{{mlth(u)+nJ uzdx—2f fudx,ueH&(Q)] ;h—»O}
Q a

converge dans L*(Q) vers la solution du probléme (cf. théoréme 3.1.1,
théoréme 2.2 et lemme 3.1.3)

{mln FPm(y) 4+ m J

u2dx—2j fudx,ueH&(Q)} .
Q Q

La démonstration du théoréme 3 1 est en deux parties 1 Estimations. 2:
Calcul de I’épi-limite.

3.1. Estimations

Nous allons a présent énoncer un certain nombre de lemmes qu vont
nous permettre de prouver la relative compacité de la suite {17,, s h— 0}
sous I’hypothése qui apparait naturellement dans les estimations

(3.1.1) supJ- a;'dx <+ .
0

h

¥
Soit . SUp — < + ©
hpe)\<

Pour simplifier les démonstrations des lemmes 3.1.1 et 3.1.3, on va faire
quelques hypothéses géométriques, en fait peu restrictives sur S (¢f. la
généralisation dans M. Hnid [17]) .

(312) Dans le cadre du lemme 3.1.1, on suppose qu’il existe un repére
(O;x1,..5x,), a=>0 et MeN (pour S donnée) tel que
(O ; x,) vérifie la condition (7)) suivante : toute droite paralléle a

M? AN Modelisation mathematique et Analyse numerique
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HOMOGENEISATION EN CODIMENSION 1 633

(O ; x,) (qui rencontre S) coupe S un nombre de fois inférieur a
M sous des angles supérieurs a a.

Dans le cadre du lemme 3.1.3, on suppose que (O ; x;),
(0 ;x5), ..., (O;x,) verifient (7).

LEMME 3.1.1 (Inégalit¢ de Poincaré avec poids): Sous ['hypothése
(3.1.1), il existe une constante C € R* qui ne dépend que de Q telle que :

J uzdxscj a,|Du|*dx; Yue H{(Q), YA #0.
Q Q

Preuve : Posons H = sup |x —y|. Pour tout x € ) et tout ¢ € Z(Q)
x,yen

| (x)] sJ‘ [De(x, ..., 1 )| dt

< J ay (X s t ) @ (315 s 2 )| DXy oy 8 )|
t

12
= (J a; '(xp, - )dt) X
t

1/2
x (J @y (X1, s 1) | D (x5 oor t )|2dt)
t

d’autre part, il existe deux constantes ¢y =1 et c¢ telles que (¢f. (3.1.1),
(3.1.2))
r 1

13 xy, ot )di<HegML 2 l)s . Vh,
(3.1.3) jta,, (xy, .t ) dt (co N CIhd c

soit (C = Hc)

(3.1.4) ¢*(x)=<c J a (x5 ooy )| Dy, s t )|2 dt

t

J ¢*(x) dx, < Hc J @ (X coes )| DO Xy, s 2 )| dlt
%

t

j cpz(x)dstJ‘ a,|De(x)|* dx .
Q Q

formule que I'on étend a H}(Q) par densité. W

LEMME 3.1.2 : Sous ’hypothése (3.1.1), la suite {ﬁh s h— 0} est bornée
dans L*(Q). De plus :

supj athﬁh|2dx<+oo.
h Ja

vol. 24, n° 5, 1990



634 M. HNID
Preuve : Pour tout h, #, minimise G, =F,-2(f,. >Lz(m donc
G, (i1,) =< G,(0), soit
J a,,[Dﬂh|2dxs2 f fii, dx
Q o

et en utilisant le lemme 3.1.1, on a

_ , _ 2 _ _
f i dx <C J a, | Diiy | dxsZCJ Jiydx <2 C\f || oyl 12,
0 o o
(Al <=2C| /1 xyq

de méme

_ 2 - _
J a,| D, |"dx <2 J’ fi, dx S2"f“L2(ﬂ)”“h“L2(n)
0 Q
s4C||f||2Lz(n). |
LEMME 3.1.3 : Sous I’hypothése (3.1.1), la suite {@i,;h — 0} est relative-
ment compacte dans L*(Q) fort.

Preuve : On utilise le critére de compacité suivant (¢f. H. Brezis [8]) :
— La suite étant bornée dans L2(Q), il s’agit de montrer que :

VB =0, Vo c c Q(w ouvert), 38 <dis (w, 0Q)

tel que

sup “"rsﬁh—ﬂh”Lz(w)sB, VseR", |s]| =8. (t,u(x) = u(x +5))
h

Q est rapporté au repere (O ; x), ..., x ,) (cf. (3.1.2)). 1l existe une constante
¢ telle que pour tout s = (s, ..., 5 ,) (ou s = Zs,) Z |s, |2 < c|s|? (équiva-

lence des normes sur R").
Pour tout x € Q et tout ¢ € Z(Q)

n -1 =1 2
(¢(x+8)—¢(x))’=<n Y <¢><X+ y S,+S,) —cp(X+ y sj))

1=1 J=1 J=1

(3.1.5) J (@(x +5) — @(x))dx <
=n ;\: J (cp<x+z.¥j+s,> —cp(x+zsj))2dx

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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HOMOGENEISATION EN CODIMENSION 1 635

or

(rrgns) -oleops)

J

=

1
s|s1|J‘ ah"l/2<x+2sj+lsl>a},/2
t=0 J

(x+2sj+ts,) Dcp<x+2sj+tsl>
J J

dt

et comme dans (3.1.4) (¢f (3.1.2) et (3.1.3)), il existe n constantes
¢, telles que pour tout i

2 1
(cp(x+2sj+s,)—cp(x+2sj)) SCZISIIZJ ah(x+Zsj+ts,>><
J J t=0 J
Dcp(x+2sj+ts,)
J
2 2
J <¢(X+ZS}+SI)—¢<X+ZSJ>) dx < c,|s,| j a,| Do |* dx
@ J J Q

en reprenant (3.1.5), on obtient

2
X dt

f (p(x+9)—0(x) dx<n Y c,|s,|2j 4, Do|? dx
o Q

1=1

et par densité
J (i, (x + 8) — ,(x)) dx < <nc y C,J ah[DﬁhIde) HE
) 1=1 Q

soit (¢f. lemme 3.1.2)

(3.1.6) s:p ]|Tsl7h—17h”Lz(m)$K|Sl

n 12
K= |nc chsupj‘ ah‘Dﬁh|2dx <+ 0.
t=1 h Q
11 suffit donc de prendre & = % [ ]

A partir de (3.1.6), nous allons montrer que F™™ «vit» sur H'(Q). Cf.
également les travaux de G. Bouchitte [6] basés sur les fonctionnelles
ntégrales sur un espace de mesures.

vol 24, n° 5, 1990
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LEMME 3.1.4 : Soit u e L*(Q), supposons qu’il existe une suite

{uh Sy u} c H'(Q)
telle que
Im Fp(u,) <+ ©
h

al ors
ue H'(Q).

Ceci prouve que dom (T — lim, Fh> « H'(Q).
h

Preuve : On utilise la proposition IX 3 (¢f. H. Brezis [8]). D’apres le
lemme 3.1.3 (¢f. (3.1.6)), pour tout ouvert wccQ et tout seR”",
|s| = dis (w, CQ), il existe Le R* tel que:

|72y — uh”Lz(m) <L|s| Vh

3 1/2
L= <nc Y c,supj ah|Duh|2dx) <+ 00.
=1 h Q

Soit, en passant a la limite

fl7su <L]|s|

—Uu ” L)
donc ue H'(Q). m
On peut a présent passer au calcul de I’épi-limite.

3.2. Calcul de Pépi-limite

Si ue LYQ\H'(Q),7—1lim, F,(u) = + © (¢f. lemme 3.1.4). Pour
ue H'(Q), on procéde en 3 étapes :

1) Epi-limite en une fonction affine.

2) Epi-limite en une fonction affine par morceaux.

3) Extension de I’épi-limite a H'(Q).

1) Soit # une fonction affine et posons Du = z, nous allons construire une

T

suite {uh sUp > u} telle que lim F,(u,) = F"™(u).
h
Considérons la suite {wj;/ -0} des solutions des problemes :
3.2.1) ‘min f a(, i,x) |Dw + z |2 dx;
Jy ¢

w e H'(Y), wY-périodique et J wdx = O}

Y
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HOMOGENEISATION EN CODIMENSION 1 637

et considérons Ia suite (on étend wj a R” par périodicité)
x

(3.2.2) u,(x) = u(x) + ewf,( = ) ; xe ).
€

La suite {u,;h— 0} converge vers u dans L*(Q) fort car (prendre
w =0 dans (3.2.1)):

J.Yg(l,gvx) lDwZ+z‘2dxs Jya<1,£,}\> |z|? dx

I ) (Dwil* +2(z Dwi)) dx <0

A
b<
Q
~~
I~

. 12
”a(lié,h) [Dw|? dx <2|z| <J‘Ya(l’£,)\) | Dwi | dx)

Pdx <4|z|?

(3.2.3) ya("é’w | Dwj;

v

soit (on utilise I'inégalité de Poincaré : w; Y-périodique et f wi dx = 0)
Y

J (up —u)dx = | Q] szj (wirdx < |Q| 2 C J a(l,:,x) |Dw;|2dx
Q Y Y €

<4C|Q||z|?e?> 0.
h-0
Ona:

2
dx

Dwi(iC)-f-z
g" €

(3.2.4) Fo(u,) = 12 j a,
eY

= |Q] j a(l,z))\) ,Dwfl«)-z]zdx
Y €
d’autre part, la fonctionnelle limite de la suite {F pih— 0} donnée par :

- | [y et s wemion
+o0 si ue LAY)\H'(Y)
est (¢f. H. Attouch [1]):
1) sik#0
1 .
Fl(u) - J“S IDH+Z|2dx+EJS [u]zdc, si ueHd ](Y\S)
+ oo ailleurs

vol. 24, n” 5, 1990
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2) sik=0

( |Du+z|?dx; st ue H\(Y)
Fé(”): JY

+ oo ailleurs.

Ces résultats restent valables lorsqu’on considére les restrictions des
fonctions F), F'a

B(Y\S) = {w e H'(Y\S), wY-périodique et j wdx = 0}
Y
dans 1) et les restrictions de Fj, Fj a
B(Y) = {w e H'(Y), wY-périodique et J wdx = 0}
Y
dans 2) et (¢f. théoréme 2.2)
min F'; si k#0

. . X BN\ S)
lim min a(l,:))\)}Dw+z| dx = | 5
h BN JY e mm Fy=|z|*; st k=0

B(Y)
donc (¢f. (3.2.4), (3.2.1)):

-hom .
lim Fj(u,) = {IQIJ (Du); s1 k#0
h | Q] | Du|?; st k=0

= Fhom(y) .

Il reste & montrer que lim inf F,(v,) = F™™(x), pour toute suite
h

T

{vh;vhau} c H'(Q) : pour tout o€ Z(Q) avec 0 =g =<1

Fy(v,) = J ea,( lDuh|2 +2 <D“h> D (v, - uh)> ) dx
)

avec, compte tenu de div (g, Du,) =0 (¢f. (3.2.2), (3.2.1))

=

J (Pah<Duh’ D(vh - uh)) dx
Q

R 12 112
sc(J ay|Du,, | dx) (J a,,(vh—uh)zdx>
Q Q

M? AN Modelisation mathématique et Analyse numérique
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donc

lim inf F,(v,) = lim F,(u,) = F™™(u).
h h

2) Soit Il un hyperplan qui divise ) en deux ouverts ; et , et
ue C°%Q) une fonction affine sur chaque €,. On pose Du|, =z, et

O, ={xe; dis (x,1I) <e}. Comme dans le cas affine, on considére

. x s
les suites u;(x) = u(x) + ew ;‘( - ) définies sur ), et on prend

ul(x) si xe Q\Q,

w0 = 1 B @)+ u ) =

- dis (x,n)w,’;(g) tulx) si xeQ,NQ,.

On montre simplement que (on utilise 1), 0 <a, <1, lim|Q,| =0 et
h
(3.2.3)

lim u, =u et lim F,(u,) = F"(u).
h h

T

Et comme dans 1), pour toute suite {vh ;U > u}

limian athuhlzdsz 7hm(z,) dx
Q

h

] (]

donc

lim inf F,(v;) = ¥ J JRM(Du) = From(u) |
h ! [¢)

1

Résultats que 'on étend aisément a toute fonction continue et affine par
morceaux.

3) L’extension de 1’épi-limite & H'(Q) se fait par argument de densité
(FP™ étant continue sur H'(Q)).

Soit ue H'(Q) et {¢,;n— + o0 } une suite de fonctions continues et
affines par morceaux convergente vers u dans H'(Q) (cf. I. Ekeland et
R. Teman [16]). D’aprés 2), pour tout n, il existe une suite

{u,,_ B Ugp > (p,,} telle que lim F,(u, ,) = F™M(e ). En utilisant une
h

vol 24, n° 5, 1990



640 M. HNID

formule de diagonalisation (c¢f. (1.16), (1.3.2) H. Attouch [1]), on obtient

une suite {u,,(;l), B Un(h),h — u} telle que
(3.25) lim sup Fh(un(}l),h) = Fhom(u) .
h

T

Pour toute suite {vh U, - u} (on peut supposer, sans aucune restriction,

que lim sup Fj(v,) < + 00), la suite {v, + ¢, —u;h -0} converge vers
h

¢, dans L%(Q) et donc, d’aprés 2)

lim inf F,(v, + ¢, —u) = F'™(¢,); VYn
h

d’autre part

Fo(v))=F,(v,+ ¢, —u)+2 J a, (D, + @, —u),D(u—@,)) dx;Vn

Q
soit
lim inf F,(v,) = F"™™(¢,) +[(n); Vn
h

[(n) = lim inf 2J ay (D, + @, —u), D(u—¢,)) dx
h Q

>—11msup41< a,| Dvy, dx)
9

+ J | D (u— qa,,)|2dx}
Q

donc (liminf l(n)aO)

lim inf F,(v),) = F"™(u)
h

et par suite (¢f. (3.2.5))

im Fy(uupy ) = F"w). W
h

Il reste & montrer que la fonctionnelle limite reste inchangée lorsqu’on
restreint les fonctionnelles F, 2 Hy(Q). Ceci consiste & montrer que pour
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T

tout ue H}(Q), il existe une suite {uh;uh»u} < H{(Q) telle que

lim F,(u,;) = F™™(ux). On peut supposer que u € @ () ; Iextension a
h

H}(Q) se fait comme dans 3).
Soit donc u € & (Q) et considérons la suite

uh:u+sw,?”(‘)<'—)
€

(u, € Hy(Q) : supp (u;) = supp (u)).

On pose wP*®(y) = w(x, y) et donc
Duy(x) = Du(x) + D, w <x,f ) +eD.w (x, X )
€ €
soit

2
Du(x)+ D, w,f)“(")< g ) dx

J ah|Duh|2dx=J a,(x)
)

(9]

s J jP™(Du)dx = F*"(u). ®
Q

4. APPLICATION AU CAS DES COUCHES PLANES

Le calcul explicite de la forme quadratique ;™™ permet d’avoir les
caractéristiques du « matériau limite ». Nous nous proposons dans cette
partie de calculer explicitement F"™ dans le cas des couches planes (voir
également d’autres exemples dans le § 5).

Soient Y =[0,1]x [—%,%] = {xeY;x;=0},

Yt={xeY;x3=0}, Y ={xe€¥Y;x35<0}
(¢f. fig. 3) et considérons le probléme de minimisation (z(z;, z,, z3) € R?) :

(#.) {ming,(w);we B(Y\S)}

gz(W)=J |Dw+zlzdx+l f [w])? do
ns k-/S

B(Y\S) = {weHl(Y\S),wY-périodiqueet J wdx = o} )

Y
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2 I
0 J/J’/:{/]{ .
I | ,J 1
_%_'r ______ A
Figure 3.

PROPOSITION :

1) La solution w, du probleme (P,) ne dépend pas des variables
x| et x,.
2) w, verifie

Vx e Y\S, Wz(xl, X9y — .X3) = — WZ(XI, X9, X3) .

3) w, est affine sur Y* et Y.
4) Le minimum de (P,) est

- ho 1
J() = (202 + (22 + 1 ()
et donc
u \?2 u \?2 1 du \2)
Fhom — - . —_— dx .
() L((ax,>+(ax2)+l+k<ax3))x
Preuve -

1) Pour tout s € 10, 1[. La fonction w, ; définie par

w, (x| — 8, X5, X3) si x—s5s=0
wz,.r(x) =

wx;—s+1,x9,x3) si x—85<0

est une solution donc, d’aprés l'unicité de la solution (g, est strictement
convexe et coercive sur B(Y\S) menu de la norme de H 1(Y\S))

w,=w,,, Vse ]0,1[.

w, ne dépend donc pas de x;.

Le méme raisonnement (par rapport a x,) nous permet de montrer que
w, ne dépend pas de x,.

2) La solution ne dépend pas de x; et x, donc la fonction w définie par
W(X) == Wz(xla X2 — X3)
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est aussi une solution et par suite
wo(x) = w(x) = —w.(x, x5, — x3) .
3) Considérons la fonction w affine sur Y* et Y~ telle que

w(x) =w,(x);Vxe {(xeY;x;=1/2}
W(X], X2, O+ ) = Wz(xl’ X2, 0+ ) 5 V (xl’ x2) € [0) 1]2

w (X, X3, X3) = = w(X), X3, — X3); Vx€ Y~

et appliquons l'inégalité

NS T

au(x)=w,(x)+2z3x;, a=0cet b =1/2; on obtient

2 ow 2
dw +z3) dx= ‘4 zy ) dx.
v+ 8x3 ¥+ 8x3

De méme, on obtient le méme résultat sur ¥~ et par suite, on a

gz(w) sgZ("vZ)
donc
W, =w.

4) D’apres 2) et 3), il existe un réel o tel que Dw, = (0,0, az;) sur
Y\S, soit

1+k
6.0 = @V + (@7 + (= ) @) @+ 2@  a+ @)
o minimisant la quantité
1+kx2+2x; xelR.
k
k .
On trouve o = — —— et par suite

1+k

JPm(E) = ()4 @)+ ()

() () e (5))

et 'on retrouve le résultat formulé dans M. Hnid [18]. W

donc
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5. CRITERE D’OPTIMALITE

Dans cette partie, nous allons donner un critére d’optimalité des
structures étudiées antérieurement (¢f. § 3) en s’appuyant sur un résultat de
F. Murat et L. Tartar [23].

Nous avons montré que le probléme limite de la suite des problémes

{—div(ahDu)=f dans Q

u=20 sur N
est (¢f. § 3)
a ou
i <a"5c—) = f dans Q
1 )
u=20 sur 519)
aZjhom
avec a, =a, = Y RTR
1 92

On désigne par \, ;i = 1, ..., n les valeurs propres de la matrice symétrique
A4 = (a,),, et par T sa trace. Le résultat principal de cette partie est le
suivant.

]

THEOREME 5.1 : Pour tout i = 1,...,n on a

_ =\ =<1.
1+ |Slk
1 . . . ,
La valeur ToOes e peut étre atteinte simultanément par tous les
14 |81k
N\, (k#0) car
2
T=_"__.
n+ |S|k
Ainsi, on dira que la structure périodique « isolante » est optimale si
2
n
T ———— .
n+ |S|k

Preuve : Soit y un réel positif non nul et considérons la forme quadratique

jONE) = {mi“ L“u,y,uwwulzdx;weH‘(Y%

wY-périodique et J wdx = 0} .
Y
2: (v, \)
La matrice 4™ = (a{"), ; alr™ = 197 , de valeurs propres
’ 2 9z, 9z,
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AN est la G-limite de la suite des matrices (cf. H. Attouch [1], A.
Bensoussan, J.L. Lions et G. Papanicolaou [5], P. Marcellini [19])

Al (X)) = aq 40 < )gc ) I. Et les valeurs propres A\(** vérifient (cf. F.
Murat et L. Tartar [23]):

D a <AV <y,

1 1 n—1
2 =<
),foﬂ)_x TR ST
1 1 n—1
VLT ST T T w
avec B = ! et w, =l+vy|S|(A-1).

Y
Y\s|—~|S
1+ 18] —vlS|

I
Posons y = ” et utilisons le fait que j"™(z) = lim j ( € )(z) (cf. §3).
€

o) h

o~

Nous obtenons (lim
h

1

— =\, =1
1+ S|k "

1)
, 1
2" Z)\—sk|S|+n.

Ecrivons 2') sous la forme :

YTIN=<TINUSIk+n)

soit T
(ZHN) (Z—n)\—) SUK,(§;>(|SIk+n)
<.Z,1;I, )\;) ( Zn)\l ) =n l?[)\:
donc

n2

Z)\’B_n+ STk n

Exemples (n = 2, 3).
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b)

%2
]
|

Figure 4.

a) m couches orthogonales a (0;x;), p couches orthogonales a
(0; x,) et g couches orthogonales a (0; x3)

|S| =m+p+q
1 1 1
t -hom — 2 2, 2.
€ J"(z) T+ mk (z1) +-——1 Tk ()" + 1+ pk (z3)

En utilisant I'inégalité (a, b, ¢, d et k positifs : a + b # 0)

a + b > atb si c#d
l1+ck 1+dk ( ac bd )
1+ | —+ —= )k
a+b a+b
on obtient, si m # p
1 + 1 + 1 _ 2 v 1 -
l+mk 1+pk 1+qgk~ |, m+p, 1l+gk
1 T+ —n
2
3 9

1+%(m+p+q)k 3+ 181k

La structure est optimale si et seulement si m = p = q.

b) ——\?sd<£

2
rom 1+ |S|k
22< (S| <4 et j (z)=—(a+—l2?l)7)((zl)2+(zz)2)
(1+|S|k)(1+ﬂk>
. 2 2 4
(1+2k)? 14 ISE 2+ 18Ik

2
Calcul de ;"™ dans les exemples précédents.
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Pour résoudre le probiéme (z = (zy, ..., 2,,))
(2.) {ming.(w);we B(Y\S)}

gz(W)=J [Dw+zl2dx+1f (w]? do
ns ks

B(Y\S) = {w e H'(Y\S), wY-périodique et J wdx = 0}
Y
dans le cadre de I’exemple a), considérons le probléme auxiliaire (¢f. fig. 5)
Q)

. ) 2 1
(2.) {mm LA,B[\E (%4—2,) dx, + 7 Y [w(zl)]z

we H'(]A4, B[_\E) et w(A4)=w(B) =0}
E = {Zl, 12, aeey t 1(1)}

I(i): le nombre de fois que 14, B[ coupe S, (S = US,)

s - T

| |
! {
| IB
Al N
BRI
L —

Figure 5.

La solution de (£, ) (¢f. M. Hnid [17]) est une fonction w/®): [4, B] - R

affine sur chaque intervalle ]z, ¢, . [ dont les pentes et les sauts sont donnés
par:

Z,

I(2) .
I S T Y AL

I(1) kz, . .
[Wl (tj)] :m J = 1,...,[ (Z)

L. (i)+1

Et la fonction w,(x) = ¥ w/®(x,); avec I(1) =m, 1(2) =p et 1(3) = g,

r=1
est la solution du probléme (£,) dans le cas de I’exemple a).
Soit

hom _ _ 1
JNz) = g.(w.) = Zm (Zz)z

_ 1 2 1 2
=13 (z1) +'1-+—(22) +

1 2
+ mk pk 1+ gk (23)"-
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Dans le cas b) (I(i) = 2) pour z = (z,, 0) la solution w. est telle que (cf.
(5.1)

aw, z aw,
o 112k 0
kz,
[w,(o)] =1573% +2k; Voe s
soit '
. 1+ [S[k 2
5.2 FPM((21,0)) = 2 (2.
De méme
-hom 1+ lSlk 2
5.3 h 0,z =_—"""" (z;)°.
(5.3) IO 22) = FES, )

D’autre part, Vw e B(Y\S) on a (z = (21, z,))

g(z|, ~zz)(w) = g(zl,zz)(wl) = g(zl,zz)(wz) =9, —22)(Wz’)

avec : u' (X, %) = u(x, 1 —x;)
donc
(5.4) "™z, 22)) = j""((2), — z3))

d’aprés (5.2), (5.3) et (54) on a

™™z, 25)) = 7"™((21,0)) +7"™((0, 2,))
1+ |S|k

= m ((21)2 + (22)2) . n
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