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JEUX DIFFÉRENTIELS
ET APPROXIMATION NUMÉRIQUE DE FONCTIONS VALEUR

2e partie : étude numérique (*)

B. ALZIARY DE ROQUEFORT Q)

Communiqué par P. L. LIONS

Résumé. -— Suite à l'étude théorique d'un jeu de poursuite de la première partie, une étude
numérique est présentée ici. Un résultat de convergence est démontré pour des schémas à forme
différentielle, consistants et monotones. Puis ce type de schéma est testé sur des exemples de calcul
de fonctions valeur et de trajectoires pour des jeux de poursuite et sur un exemple où la solution
explicite est connue.

Abstract. — Following the theoretical resul ts about pur suit games presented in the fïrst part,
this article describes a numerical approximation of solutions of differential games. We establish
the convergence of differenced form, monotone and consistent schemes by obtaining explicit
error estimâtes. Then we give some examples of computed optimal trajectories.

INTRODUCTION

A la suite de l'étude théorique des fonctions valeur d'un jeu de poursuite,
présentée dans l'article intitulé « Jeux différentiels et étude de fonctions
valeur » [1], cet article expose l'étude numérique de ce jeu. M. G. Crandall
et P.-L. Lions présentaient dans [8] des méthodes d'approximation pour les
solutions d'équations de type Hamilton-Jacobi-Bellman. Le but de cet
article est d'adapter ces schémas à des problèmes de jeux différentiels, de
manière à approximer les fonctions valeur des jeux, ce qui permet ensuite

(*) Reçu en avril 1990.
(>) CEREMADE, Université Paris-Dauphine, place du Maréchal-de-Lattre-de-Tassigny,

75016 Paris.
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536 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

de récupérer les trajectoires optimales. En effet il est démontré dans [1], sur
un exemple de jeu de poursuite, que même dans le cas d'un jeu avec
contraintes d'état la fonction valeur est l'unique solution de viscosité d'une
équation du type Hamilton-Jaeobi-Bellman avec conditions aux limites.

Dans le § 1 une étude numérique complète (calcul de fonction valeur et
reconstitution de trajectoires) est présentée. Cette étude est faite sur
l'exemple de jeu de poursuite d'un lion par une antilope dans un domaine
clos 0 [1] (le lion, plus rapide que sa proie, essaie de la rattraper en
minimisant le temps de capture, alors que l'antilope essaie de maximiser son
temps de vie). La fonction valeur du jeu est solution* à un changement de
variable près, de :

w(xux2) = 0

w + L\VXlw\

w + L | V^w |

- 1

sur 0 x 0 \A

sur A

sur 30 x 0\A

sur 0x30 \A.

(I)

La même équation avec dépendance en temps donne :

— 4- w + L | VX2w | - | VX}w | — 1 = 0 sur (0 x 0\A) x ]0s + oo [

w(xi, x2, t) = 0 sur A x [0, + oo [

— + W + L \VX2w | - \VXiw\ - 1 «s 0 sur (30 x 0 \A) x ]0, + oo [ (II)

— + w+L \VX2w\ - \yxiw\ - 1 ^ 0 sur (0 x 30\A) x ]0, + oo [

w(xh x2, 0) = wo(xh x2) s u r 0 x 0 .

De plus cette équation est du même type que (I) et possède exactement les
mêmes propriétés, c.-à-d. :

PROPRIÉTÉ : Si u0 est lipschitzienne, alors (II) a une solution unique,
lipschiîzienne et bornée.

En effet (II) est l'équation d'Isaacs d'un jeu de poursuite avec dépendance
en temps ; la démonstration de la propriété reprend donc les étapes de [1],

En approximant la solution de (II) par un schéma à forme différentielle,
consistant et monotone, on obtient un théorème de convergence analogue à
celui de M. G. Crandall et P, L. Lions [8], Ce théorème permet de plus de
conclure que la solution Un, approximation de la solution au temps
n àt converge vers une solution Uœ9 qui est une approximation de la
solution de l'équation d'Isaacs, sans la dépendance en temps (II). La
démonstration de ce théorème de convergence est construite comme la
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JEUX DIFFÉRENTIELS. 2e PARTIE : ÉTUDE NUMÉRIQUE 537

démonstration d'unicité de [1], en adaptant la méthode de M. H. Soner
pour les fonctions discrètes.

Dans le § 2 la méthode est testée sur un exemple, où la solution explicite
est connue. Ce jeu suggéré par J. V. Breakwell et P. Bernhard [4] conduit à
des singularités particulières : il présente une surface focale. Il est donc
intéressant de regarder ce que donne l'approximation de sa fonction valeur.

1. JEU DE POURSUITE

1.1. Notations

Choisissons tout d'abord une discrétisation du domaine 0 x 0 x (R+ de la
façon suivante :

zijki = (x\i,y\j>x2k> yiù = (i Axuj Ayuk Ax2,l Ay2)

Zijkln = (Zijkh tn) = (Zijkh n At)

où Axl5 Ayx, AJC2, Ay2, At > 0 fixés sont les pas de discrétisation en espace et
en temps, et i, j , k, /, « e Z. Les espaces discrets correspondant à 0 sont :

Dist = {(z Axl9j Ayx)e 0 ij e Z }

Dis2 = {(k Ax2, l Ay2) G 0 *:, / e Z }

Dis! - {(z AxxJ Ayx) e 0 ij e Z }

Dis2 = | (k Ax2, l Ay2) e 6 k, l e Z j .

La valeur de l'approximation numérique au point ZiJkln est U^jkî. La
véritable solution est notée u(Zijkln).

Pour chaque point du maillage considérons l'ensemble des voisins
suivant :
incUU ) = { (i - 1,7 - 1 ), (i - l , j ), (i - 1,7 + 1 ), (ij - 1 ), (i,j )-,

(ij + 1 ), (i + 1,7 - 1 ), (i + 1,7 ), (i + 1,7 + 1 )}

Ainsi pour calculer U"o~jo
l
kolo à par t i r de U"oJ(j kol(), l'ensemble des valeurs de

l'approximation à considérer est le suivant :

^oJo^oh ~ *• ijkh l * 4 - UKl fe 1 I 1 U v \.lQ)J0/ x l l l u u v^O» ' 0 / '

et Zm G Dis! x Dis2}

et le schéma est de la forme suivante :

Ajkl = uo(Zijkï)

%tf = G{VUfjkl) Un + l= "*

vol 25, n 55 1991



538 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

Si do(ijkl) est la distance de ZiQJÖkoiQ à Zijkl, c.-à-d. :

+ ((/ - 'o)

alors VF(/f0yoifco/on l'ensemble d'approximations du gradient de u au point
e S t :

t.q. y A:/ e indy (io,jo) x ind^ (kQ, /0), et Z o w G Disj x Dis2}

Tous les schémas considérés seront des schémas à forme différentielle :

on dira alors que le schéma est consistant avec (III) si pour :

W o / o =

{a, b9c9d). ( ( Ï - i0) Axj, 0" -Jo) ^ i , (fc - fc0) Ax2, (/ -

t.q. ijkl G ind, (ÏO»7O) X indi>
on a :

et si pour VKC/ijW c Vabcdijkl on a :

9(yVUm) « g (yabcdiju) s u r 6 x 6

g(VVUiJkl) 3sg(VabcdiJkl) s u r 9 x 6 .

De plus il faut choisir un schéma monotone, c.-à-d. :

si Vijkl € Z C/,yW«F,yw alors

THÉORÈME 1 (solution discrète) : Pour un schéma à forme différentielle,
consistant et monotone, et pour des fonctions discrètes U et V bornées, les
propriétés suivantes sont vérifiées :

(i)

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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(iii) Gn(U) est bornée indépendamment de n par M

(iv) \\Gn(U) - U\ ^ 1 ' 6 "

Démonstration :
(i) est une conséquence directe de la forme du schéma.

Pour (ii) en posant c = \\ U - V \\ ̂  et en utilisant la croissance de

G on obtient :

d'où G(U) - G{V)^e-ÙLt\\U- V\\m ce qui démontre la deuxième pro-
priété.

Pour la propriété (iii) :

d'où II Gn (U) il ^e~ n A f | |C/ | | + À M 1)

II /~* ft- f T i\ II ii T i \\ Ai

\G ( ^ I l o o ^ Ii*7iioo + É?

donc Gn(U) est bien bornée lorsque At tend vers 0.
Pour la dernière propriété on a :

n - l _

/ = 0

/ =0

1.2. Théorème d'approximation des solutions de l'équation d'Isaacs avec
contraintes sur le bord

THÉORÈME 2 (convergence) : On suppose u0 lipschitzienne (ce qui
entraîne que la solution de viscosité u de (II) est lipschitzienne de constante
Lu), Vhamiltonien numérique g lipschitzien de constante Lg, et on suppose de
plus que pour la solution U obtenue par ce schéma différentiel, monotone et

vol. 25, n 5, 1991



540 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

consistant, il existe une constante Ld telle que

I TJn TTn

Alors on a :

\u{Zijkln) - Ufjkl\ ^C

pour tous les points du maillage et pour neN (C dépend de toutes les
constantes de lipschitz, de w0, et de g).

Démonstration du théorème : Pour simplifier la présentation, la démons-
tration sera faite dans le cas 9 borné (en adaptant la démonstration de M. G.
Crandall et P.-L. Lions [8]).

On appelle Q = [0, N At], Qd = {kAt,ke (0, ..., N )} .
De même on appelle ƒ = {f,y, /c, / G Z t.q. Z ijkl e Dis! x Dis2} l'ensem-

ble des indices correspondant effectivement à un point du domaine.

Et on appelle

E = Ôxêx Qx Dis! x Dis2 x Qd.

On pose a = sup {u{Zijkln) - U?jkl).
I x (0,..., N )

Le domaine 0 est suffisamment régulier, c.-à-d. : il existe une fonction
T: 0 -> F82 continue sur 6 et différentiable sur 0 telle que :

Vxe 8 d(x + zT{x,) ë ) < L r s = > x e e

On définit maintenant une fonction ^ de E dans IR par :
n 1 I 2 2

avec bien sûr r\x = (i Axuj Ayi), J\2 = (h Ax2, l Ay2), et s — n At. a et e
sont des réels strictement positifs. On a alors :

i, T)2, s) G DiSi x Dis2 x Qd

max ^ ^ ^ Cnl5 r\2 - e2 r(Ti2)5 5, fjb T\I, S)
E

avec | TU - e2
 71(TI1) — fjj | ^ \JAx\ + A^2, autrement dit on prend le point

du maillage le plus près possible du point désiré. D'où :

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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2 ), s) - UffU

- — (e41
ae

- r(ti2) |2 + ) - -ni |2)

u ^ T i ^ j ) - t /yw- x
ae

Dans la suite on choisit s = (Axj 4- Ayt 4- Ax2 + Ay2 + A*)1/4- On a donc

+ Ajy ? as s4. Ainsi :

max
E

o- - ez(LM 4- Ld)

D'autre part si ̂  atteint son maximum en

i - TJI | + 112 - Vi\ + 1

b f2?

- s\

is 2̂̂  ̂ ) o n a aussi :

\T-s\2) (2)

en combinant (1) et (2) on obtient alors :

\lx - s2 T(r\x) ~

ce qui implique,

[II -

et donc :

Ceci indique, en prenant a assez petit et une discrétisation suffisamment
fine pour que 8 soit petit, que f2 et ^ ne sont pas sur le bord. Supposons
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542 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

tout d'abord que (fls | 2 ) $ A et (f\u fj2) $ A. Il faut encore distinguer trois

cas :

1er cas 7 > 0, s~ > 0. Dans ce cas u étant solution de viscosité de (III), ce
qui donne :

ae
« U i , É2> *) + —2

mais on a :

d'où ;

5— + « « 1 , 6 2 , 0 + ^ U2 + B2r(ç2)

(3)

II faut écrire une équation équivalente pour la fonction discrète. On note
que (z 9jtk,l, n) correspondant à (fjl5 r\2, s) minimise la fonction :

ae

donc si on pose :

ocs

on a alors pour 0 ^n ^N et pour tout i,j, k,l e I : C/?.w s= H^-fc/.
Maintenant en prenant n = n — 1 et en utilisant la croissance de

G, on obtient :

\t - s\2 - \t - s + At | 2 ) -

(4)

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



JEUX DIFFÉRENTIELS. 2e PARTIE : ÉTUDE NUMÉRIQUE 543

II faut remarquer que :

\ t - s \ 2 - | F - s+ At\2 2(t-s) A? 2

2 2 2

D'autre part les éléments de WW^i sont de la forme :

- | f , - s2

c'est-à-dire :

e2 T( |2 ) ij2) . (fj2 - T,2)

- reste

avec,

reste =
as2 do(ijkl) ae2dQ(ijkl)

On peut noter, sachant que \x — s2 /"(TJJ) — TJ! I =e Ce2, que :

Ireste | *= — ' " 1 / ' ' '" + J— « Ce2

as" ae"

Si on pose :

as 2

(c9d) =
as 2

tout élément de ^VWJJ^ s'écrit alors comme un élément de Wabcd^f plus
un reste. Soit V£ l'ensemble des éléments de WWiJki sans leurs restes, on a
VE czVabcdïj-frf. De plus g étant lipschitzienne on peut écrire :

vol. 25, n" 5, 1991



544 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

et comme (f\u f\2) e 6 x 0, la consistance du schéma donne :

(4) devient alors :

- (eàt- 1) 2 ( F - s)
UfFB A , + 5 K« .* ) l + £ | ( c , r f ) | - 1 ^ - C e

En faisant la différence entre (3) et (5) on obtient :

u(lu l29 F) - Ufm ^ Ce2 + ^ l

ce qui donne avec (1) :

or^ C e 2 .

2e cas : F 5= 0, 5 = 0 . Alors on a au point ( | b | 2 , F, fi^ fj2, 0) :

* ^ M ( I l 9 I2? F) - w(Th, fj2s F) + M(TJl9 Tj2, F)-W(fj1 ) Tï2, 0)

(5)

d'où :

3e cas : t = 0, I > 0. Alors on a au point (i l 5 f2, 0, fjls TJ2, ̂ )

en utilisant la propriété (iv) du théorème 5 :

G ayant une forme différentielle :

M _ p-"à') il

^ C . e 2
+ J ( | | C / ° | | o o

d'où:

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Regardons maintenant les cas ( | l 5 f2) G A et (r\x, T\2) e A.

Si (TJI, %) G A on a :

b ï* 0, *ïi, *ï2, J") *u(£u l2, t) - 0

De même si (f b £2)
 G A on a :

I I2. 0, fjb TÎ2? j ) *s 0 - t/f^

où (li, \2) est le point du maillage le plus proche appartenant à la diagonale.
Dans les deux cas on a toujours :

Dans tous les cas on a :

sup (u(ZijkIn)-U?Jkl)*CE2.
I x (0 , . . . , N )

On remarque que C ne dépend pas de iV ce qui démontre le théorème.

Remarque : II est très probable que l'hypothèse « U solution discrète
lipschitzienne » découle de la forme du schéma (mais la suppression de cette
hypothèse n'ajouterait que des problèmes techniques).

Remarque : De même le cas 6 non borné n'est pas traité. Pour le faire il
est possible d'adapter la méthode utilisée par M. G. Crandall et P. L. Lions
[8. 9]. ou la technique pour les solutions de viscosité non bornées.

Maintenant le problème est de relier l'approximation U de (II) à une
approximation de (I).

L E M M E 1 : La solution u de (II) converge uniformément vers la solution
uœ de (I) lorsque t tend vers Vinfini :

S U p | K ( £ l , Ê 2 > O - M « > ( È |
ex ë êx ë

LEMME 2 : L'approximation Un de u converge en norme infinie vers une
fonction discrète U™ lorsque n tend vers l'infini.

Démonstration du lemme 1 : On note que si la condition initiale de (II) est
u^ alors uœ est la solution stationnaire de (II). Ce résultat est en fait un
résultat classique d'unicité [9].

vol. 25, n° 5, 1991



546 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

Démonstration du lemme 2 : D'après la propriété (ii) sur la solution
discrète on peut écrire :

et comme Up est bofné indépendamment de p on a :

ce qui implique que U" est une suite de Cauchy et donc qu'elle converge en
norme infinie vers une fonction £/°° de Disj x Dis2 dans (R.

COROLLAIRE 1 : Avec les mêmes hypothèses que pour le théorème de
convergence on a :

| tf"w - «oo(zy«) I « C . Qkxx + Ay, + Ax2 + Ay2 + M)

pour tous les points de Y)\§x x Dis2.

Démonstration du corollaire : D'après les lemmes 1 et 2, 3n0 t.q.

I u" ~ U^W œ ̂  C • >y^xt + Aj>! + AJC2 + Aĵ 2 + At

sup |«(€i9È2»»AO "WOO| *zC . ^/AJC, + A^! + Ax2
ëx ë

et donc :

sup | U$u - Ua} (Zijkl) | ^ || C/00 - U" || œ
Dis! x Dis2

+ sup | U?Jkl - u(Zijkl)\ + sup |u(Êb €2> « A/) - M
Disi x Dis2 ë x ë

sup [ UVa - u^(Zm) \ « 3 C . ^/Axt + Ayv + Ax,_ + Ay2 + At
Dis! x Dis2

ce qui démontre le corollaire.

1.3. Exemple et résultats

Exemple de schéma
On donne maintenant un exemple de schéma vérifiant ces conditions

(pour simplifier la présentation nous donnerons l'exemple dans un maillage
rectangulaire).

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Chaque point du maillage (i,j ) ou (k, l ) est entouré de 8 points voisins,
et donc de 8 triangles voisins. On procède par demi-itération. Un des deux
joueurs est fixe (par exemple le lion) ; on calcule l'approximation linéaire
aWn sur le cercle Ca ij\ à partir des valeurs de U"j,kî des 8 voisins. Puis on
déduit Ui-ki!^2 e n maximisant sur la partie du cercle restant dans 0. On fait la
même chose pour l'autre demi-itération. Ce qui donne le schéma :

max z> (k Ax2, l Ay2)), U»jkî)

z e Ci ki n 0

Sous cette forme il est clair que ce schéma est monotone, il faut aussi vérifier
la consistance en le mettant sous forme différentielle (sans la transformation
en exponentielle). Au point (Î^JQ, k0, /0) appartenant à 0 x 0 oü a :

alors pour tout 2 e Caiojo on a :

alU"(z, (k Ax2, l A y 2 ) ) - U^u =(a,b).(z- ( i 0

d'où :

V^XS = U"oyo« + m a x {a,b).{z~ ( i 0 ÛLXUJ

ce qui donne pour la demi-itération suivante :

vol. 25, ne 5, 1991



548 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

d'où :

Kh\ 'o = U"oJo *o /o + A ' ( K«. b ) I + \ ) + Af ( - L ' ( C ' ^ } ! + 3

on voit donc que le schéma est consistant et il est clair que les conditions aux
limites sont satisfaites.

Programmation et résultats
Les codes fortran ont été mis au point sur Sun 4/110 (avec 16 M-octets de

mémoire centrale).

a) Le carré
Sur le carré, le maillage est bien sûr rectangulaire. Le fichier de la

fonction valeur discrète est donc une matrice n x n x n x n, oûl/n est le pas
de discrétisation. La discrétisation la plus fine obtenue est 1/20, et pour cette
discrétisation le nombre d'itérations nécessaires pour obtenir la fonction
valeur est environ 50. La limitation à vingt points de discrétisation vient bien
sûr de la taille de la mémoire centrale. Dans les exemples présentés figure 1
le rapport des vitesses est L = 2.

b) Le cercle
En tenant compte de la symétrie sphérique, le problème dans le cercle se

ramène à un problème en dimension trois. En choisissant un maillage
circulaire, le fichier de la fonction valeur discrète est donc une matrice
nxp x n, où l/n est le pas de discrétisation du rayon, et \jp le pas de
discrétisation en angle.

L'inconvénient de ce maillage est la taille irrégulière des mailles (en effet
les mailles sont beaucoup plus fines au centre que sur les bords). Et pour
que le schéma soit monotone, il faut que :

At =s= inf \\zt - Zj\\
(z(-, zj) e Dis x Dis

Dis étant l'ensemble des points du maillage. Ceci impose At très petit, et par
conséquent une convergence très lente.

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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^urtulv.nt: 1 1 pou*™!*»: t l 11
titcraltiatle.i ( 70, 10, 10, 10)
jour.otvant: l 11 poursuivi, U 1

]

• • • •

• • *• *

V

' M U * f»

3

ntt

Ofl «utra <

ô •

poutiolvl:

nat f («o!

t

l .n

IC

+ le lion
o l'antilope

Figure 1. — Le carré.

Une solution est de choisir At dépendant du point du maillage :

M(z) = r(z) àt

avec r(z) adapté de sorte que le schéma soit monotone. Cette modification
revient à approximer :

r(z)i/(Vw) = 0

au lieu de :

HÇVu) = 0

ce qui ne modifie pas la solution. Mais malgré cela pour une discrétisation
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550 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

de 1/30 en rayon et 1/60 en angle, il faut environ mille itérations. Les
figures 2 sont toujours obtenues pour un rapport de vitesse L = 2. L'allure
des trajectoires est assez satisfaisante, même si au centre on observe parfois
quelques invraisemblances.

Fig. 2. — Le cercle.

c) L'anneau
La méthode est la même que pour le cercle, mais la convergence est
beaucoup plus rapide car il n'y a pas les mailles très fines du centre (fig. 3).
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Fig. 3. — L'anneau.

2. UN AUTRE JEU DIFFÉRENTIEL AVEC SINGULARITÉS

2.1. Description du jeu

Ce jeu est présenté par P. Bernhard et J. V. Breakwell dans [4]. La
dynamique est décrite par l'équation différentielle suivante :

fx(r) = 0
\y(t) = -1 0

*(0 *(0) = x
| * ( 0 | -ly(0)=y

où (x, y) e R x 1R+ et les deux contrôles ^ ( . ), <ï>(. ) sont des fonctions
mesurables de [0, + oo[ -• [ - 1, 1].

Le coût associé est :

(7)

où tf est le temps correspondant à y(tf) = 0 et k une constante appartenant
à ]l/2, 1[.

Les ensembles de contrôles admissibles seront notés :

M(t) = {W : [t, + oo[ -• [ - 1, 1], ̂  mesurable }
N(t) = {* : [r, + oo[ -> [ - 19 1], <ï> mesurable }

et les ensembles de stratégies :

= {a:N(t)-*M(t)}
A(0= {p
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Les fonctions valeur supérieure et inférieure s'écrivent donc :

o ( * , ƒ ) = inf sup
peA(O)

u(x,y) = sup inf
a€T(0) *

Avec les mêmes techniques que pour les jeux de poursuite, on démontre
aisément que ces fonctions valeur vérifient la programmation dynamique.

PROGRAMMATION DYNAMIQUE. — Pour tout T =2= 0 et quelle que soit la
condition initiale (x, y) e IR x R+ , u et v vérifient :

v(x,y) = inf sup {T A tf + V(X(T A tf)9y(r A tf))}
jS e A(0) ^ e M(0)

(9)
w(x, y) = sup inf { T A / ; + M(X(T A tf)9 y(r A fy))} .

Regardons maintenant la régularité de ces fonctions valeur.

PROPRIÉTÉ 2 :

2

2

et les fonctions valeur u et v sont localement lipschitziennes.

Démonstration : Quels que soient les contrôles ^ et <ï> on a :

- 2 as y(t) ^ - 1 et - 3 as x(t) =s 3

en intégrant de o à zy, on a :

iz^tf^y et — 3 f ƒ + JC =s

d'où :

on obtient donc la majoration des fonctions valeur.
Pour démontrer que les fonctions valeur sont localement lipschitziennes,

notons d'abord qu'elles sont symétriques par rapport à l'axe x = 0 ; il suffit
donc de les étudier sur R+ x R + . Soient (xuy{) et (x2,y2) deux éléments
de R+ x R+ , pour tout s > 0 il existe une stratégie ö e F(0) et un contrôle
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$e iV(ö) tels que:

u(xuyi)* inf PXl>|(

d'où, si on pose

553

inf

Supposons que tjx > tj-2, alors :

y2= \tj22- \Ô>(s)\ds
Jo

y\ = yi~

Comme 0 ^ | Ô>(s) | ^ 1 on a :

D'autre part :

f
Jo

x(tf) =

2<

' 2 -

ds

ds

i:
Notons que V5 < tf2 :

=y\-yi

et comme et

\x(tA) -

(2
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et si de plus tf2 s= tfx on obtient :

ce qui peut se résumer par la majoration suivante Ve > 0 :

-u(x2,y2)\ *s

*zk\xx-x2\

ce qui donne bien u localement lipschitzienne.
Regardons maintenant l'équation d'Isaacs associée à ce jeu, donnée par le

théorème suivant :

THÉORÈME 3 : Le jeu vérifie la condition d'Isaacs, les deux fonctions
valeurs sont donc solutions de viscosité de la même équation :

U dw - ,T, vbw / IOI dw , 3w \ - 1
= max mm ]2 2M^?~^ ( J—! + <& — ) - 1 \

I $| ^i | ¥| ^i { dy dx \ dy dx I J
/ A dw I dw \ t A

+ max (0, — ) - 1 = 0
V dx \ dy

dx - 1 = U sur U x lh

X G I

2e
dy
(x , 0) = A: | JC|

, avec le changement de variable W = 1 — e w, de Véquation :

(12)

dy
BJV\
~dx max (0,

dx dy I
x G

(13)

La technique de démonstration est exactement la même que pour les jeux
de poursuite.

2.2. Solution continue de l'équation d'Isaacs

THÉORÈME 4 : Soit u} v continues de R x U+ dans R, bornées, et telles que
lim u(x9y) = lim i?(x, j ) = 1. O« suppose que u et v

I *| + | y\ ^ + co | x| + | ƒ] - , + oo

respectivement sur-solution et sous-solution de viscosité de (12), alors :

sup (u ~v)(x,y) ^0 .
UxU+

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



JEUX DIFFÉRENTIELS. 2e PARTIE : ÉTUDE NUMÉRIQUE 555

Démonstration : Supposons bien sûr que :

7= sup (u(x,y)-v(x,y))>0.

On pose :

= u(xx,yx) - v(x2,y2) - — (|JC, - x2\ + \y{ - y2\ ) ;

et donc pour tout (x, y) e IR x [R+ :

u{x9y) -v(x,y)^ We(x,y,x,y) ^ sup (We(xl9yu x2,y2)) ,

c'est-à-dire :

7 ^ sup (Wz(xl9yX9x2,y2))

et comme lim Wz(xu yu X2> y2) ^ O le maximum est
l*i 1 + b i l + \xi\ + \yi\ ^ + °o

atteint en un point (x b yx, x2, y2) où :

ys*u(xl9 yx)-v(xXi yx)

=£7 + ü > ( | x 1 - x 2 | , l^i - j 2 | ) - — ( I x ! - ^ ! 2 ^ | y i - y 2 | 2 )

o) étant le module de continuité de v. On en déduit donc que :

\xx — x2 | === Ceco(e) et |j7j_ — / 2 | =s= CBÜ)(B) .

Utilisons maintenant les hypothèses u sur-solution et v sous-solution au
point (x ls yu x2, y2), on obtient les deux inégalités suivantes :

si yx =£ 0 et y2 * 0
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+ max i 0,
s 2 e2

d'où:

si yx - 0, u(xu yx) = v(xu yx) et :

et c'est la même chose bien sûr si y2 = 0. On obtient finalement pour tout
e > 0 :

y ̂ u(xuyx) -v(x2iy2) ^ Ck(e) ,

ce qui contredit 7 => 0.
Ce jeu est intéressant parce qu'il est possible de trouver une solution

explicite, ce qui permet par la suite de vérifier les schémas numériques.
Dans le calcul de la solution explicite il apparaît trois zones :

k-1/2 i

&

Zone 3

/ Zone 2

Zonel

La zone 1 correspond à un contrôle optimal O = 0, c'est-à-dire la zone où

la condition — === — est vérifiée. En intégrant l'équation (12) avec cette
3JC I dy

condition on obtient :
y
2'

y+k\x\+k

sur le d o m a i n e M x To, In ( k*m ) ] •
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En dehors de cette zone, les contrôles optimaux s'écrivent :

<ï> = - sign du = — sign (x) , et ty = sign du = sign (x) .

Les contrôles ne peuvent changer qu'en x = 0, le problème est donc de
savoir en quel point la trajectoire optimale va atteindre l'axe des
y. Pour une trajectoire partie de (x,y) l'axe des abscisses est atteint en
(0,j>0) tel que:

La zone 2 correspond à y0 =s In ( _ j . En utilisant la programmation
\ k — 1/2 /

dynamique on trouve alors :

u(x3y)=y(l-k)-2e-y + k\x\+ ( * - 5 ) In (jr^jj^) + 2 k ~ \ -

La zone 3 correspond à y0 ^ In / - — — ), à partir de (0, y0) la trajectoire
\ k — 1/2 /

ne peut plus quitter l'axe des y. On a donc :

u ( x , y ) = y - y Q + l ( l + l n ( 2 k ( e y o - l ) ) ) .

On vérifie aisément que cette fonction est C1 sur R*xlFt+ . Pour

x = 0 et y e 0, In ( - — — | L le sous-différentiel est : [— k, -h k ] x

{1/2 + &e~y} et la condition de viscosité est bien vérifiée :

Vee [~k,k] 2 e - ^ - c )

( A: \
1 rr? I » + 00 [, on obtient le sous-
k - 1/2 /

différentiel

- e - y 2(1-*-*) J

et la condition de viscosité est vérifiée :

1 1
Vce -

2(1 - 2 ( 1 -

(o9c
 ]—

\ 2 ( 1 - e "

w est donc bien solution de viscosité, c'est la fonction valeur du jeu
différentiel.

vol. 25, n° 5, 1991



558 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

2.3. Solution discrète et résultat du schéma

Décrivons d'abord le schéma numérique. La discrétisation de IR x 1R+ est
la suivante :

et

Ztj - (f AxJ Ay) = {xhyj)
Zijn = (z AxJ Ay, n At ) = (xh yj9 tn)

où Ax, Ay, A? :> 0 fixés sont les pas de discrétisation. On choisit ici
Ax = Ay = At. On considère le domaine 0 = M x [0, M] sur lequel la
fonction valeur est lipschitzienne, et l'espace discret correspondant :

Dis = {(i AxJ Ay), i e Zj e N, et y Ay ^ M } .

L'ensemble des voisins de (i,j), nécessaire à chaque itération est :

{ ( I - 3 J - 1 ) ; ( I - 2 J - 1 ) ; (i - \J - 1 ) ; ( i j - l ) ; (i + 1 J - 1 ) ;
( Ï + 2 , y - l ) ; ( i + 3 J - l ) ; ( / - 2 , 7 - 2 ) ; ( , ' _ l , 7 - 2 ) ; (1,7 - 2 ) ;
( f + 1 , 7 - 2 ) ; ( î + 2 , 7 - 2 ) }

et l 'ensemble des valeurs de la fonction discrète en chacun de ces voisins
est :

VU"OJO = { Wp dJ ) 6 indB(io,7o) et (i AxJ Ay ) 6 Dis}

alors, le schéma est :

avec,

r?0
+l = k I i Ax |

A-\ = U?-\j-i + At

A = min (A_uAOiA + ])

B_ ! = (1 - ?_ XJ _ ï_ 3J _ l + A t

Bo = (1 - e-*) Ufj_2 + e-y U?_2j-2 +

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



JEUX DIFFÉRENTIELS. 2' PARTIE : ÉTUDE NUMÉRIQUE

B = min (B_uB0,B+i)

559

Co = (1 -

Aï

C =min(C_ 1 >C 0 ,C+ 1 )

G (Kt/?-) =max (A, B, C )

4_, = U?_lJ_l+At

A = min (A_uA0,A +

= min (B_uB0,B+l)

C_ , = (1 -

C+x = (1 -

+ At

+ At

+ At

C =min (C_uC0,C+l)

On peut vérifier que ce schéma peut se mettre sous forme différentielle, et
qu'il est consistant et monotone.

La programmation de ce schéma donne une précision sur la fonction
valeur d'environ 5.10"2 pour un At = 1/25 (c'est-à-dire pour 150 points en
x et 50 points en y).

CONCLUSION

La caractérisation de la fonction valeur d'un jeu différentiel comme
unique solution de viscosité d'une équation aux dérivées partielles, permet
donc de construire des schémas numériques, et d'obtenir une estimation
d'erreur pour ces schémas.
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De plus, à partir de cette compilation numérique de la fonction valeur, il
est possible d'obtenir les trajectoires optimales pour n'importe quelle
condition initiale. Et elle donne aussi la stratégie optimale d'un joueur face
à un autre joueur qui ne choisit pas le contrôle optimal.

Les deux problèmes académiques simulés par ces méthodes, donnent des
résultats satisfaisants, compte tenu de la puissance de la machine sur
laquelle ils ont été simulés. Mais comment ce type d'approche peut-il être
mis en œuvre pour des problèmes concrets ? Le danger étant d'avoir à
travailler dans des espaces de grande dimension, par exemple d'avoir à
approximer une fonction valeur de R6 dans M ou même plus ; ce qui
probablement pose de sérieux problèmes même sur de très gros calculateurs.
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