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MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol. 26, n° 7, 1992, p. 835 a 853)

CONVERGENCE D’UN SCHEMA DECENTRE AMONT
SUR UN MAILLAGE TRIANGULAIRE
POUR UN PROBLEME HYPERBOLIQUE LINEAIRE (*)

par S. CHAMPIER (1) et T. GALLOUET (?)

Communiqué par P. G CIARLET

Résumé — Dans ce travail, on montre la convergence d’un schéma décentré amont pour des
équations scalaires de type hyperbolique linéaire dans le cas d’ un maillage non structuré formé de
triangles en deux dimensions d’espace

Abstract — Convergence of an upwind uncentered scheme on a tnangular mesh for a
nonlinear hyperbolic equation In this paper, we prove the convergence of some upwind scheme
for linear hyperbolic equation on spatial mesh composed of triangles in two space dimension

1. INTRODUCTION

On considere le probléeme de Cauchy pour une équation hyperbolique
linéaire en deux dimensions d’espace, c’est-a-dire le probléme :

u +V.gradu=0 te[0,T], (x,y)€R?

A . . (1.1)
ux, y,0) =u"(x,y) (x,y) €R"

u® et ¥ sont donnés :
u’e L®(R?) et est A support compact.
U est une fonction vectorielle continue telle que div ¥ = 0.

e = (5G3)

(*) Regu en ma1 1991

() Umversité de Saint-Etienne, Département de mathématiques, 23, rue Docteur Paul
Michelon, 42023 Saint-Etienne Cedex 2, France

(®) Umversité de Chambéry, Département de mathématiques, Boite Postale 1104, 73011
Chambéry Cedex, France.
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836 S. CHAMPIER, T. GALLOUET

On approche la solution faible du probléme (1.1) par un schéma décentré
amont sur un maillage composé de triangles.

Pour démontrer la convergence de la solution approchée vers la solution
faible du probléme, on montre d’abord une estimation L ©(R 2y [0, T]) sur
la solution approchée. Cette estimation est insuffisante pour montrer la
convergence du schéma (rappelons d’ailleurs que, vu comme un schéma
différences finies, le schéma apparait comme inconsistant). Nous montrons
ensuite une estimation plus faible qu’une estimation sur la variation totale.
D’autre part, un contre-exemple facile permet de voir que le schéma n’est
pas a variation totale décroissante sur un maillage composé de triangles.

Ce travail est organisé de la maniére suivante :

Le premier paragraphe contient la description du schéma, le deuxiéme
donne les hypothéses géométriques sur le maillage ainsi qu’une condition de
C.F.L.. Dans le troisiéme paragraphe, il y a des rappels de propriétés sur les
triangles. La monotonie et la stabilité dans L (R2 x [0, T]) sont montrées
dans le quatrieme paragraphe. Dans le cinquieme paragraphe, on établit
I’estimation faible nécessaire pour démontrer la convergence du schéma dans
le dernier paragraphe.

2. CONVERGENCE DU SCHEMA
2.1. Présentation du schéma

Pour la discrétisation temporelle, nous allons utiliser le schéma d’Euler
explicite ; pour la discrétisation spatiale, nous utilisons une technique de
volumes finis sur des triangles (intégration de 1’équation sur chaque triangle
puis intégration par parties) avec un choix décentré amont des valeurs de
I’inconnue aux interfaces.

Notations :

B = famille de triangles .
&/ = famille des arétes .

On note S(K) la surface de la maille K.
Ik, cotés de K, i =1, 2, 3.

fig , normale a Iy , extérieure a K.

On note £ (I) la longueur du coté 1.

k = pas de temps .

N le nombre de pas de temps, Nk =T.
A Dinstant ¢, = nk, la solution approchée sur la maille K est ug € R et la

p P 1 .
valeur approchée de la dérivée en temps est Z (up*'— ul) (schéma

d’Euler).
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UN SCHEMA DECENTRE AMONT... 837

Sur le c6té I, ¥ est approché par

- 1 1
vy = (mjla(x:Y),mJIﬁ(x’Y)) .

Soit I un c6té du maillage, on note K" (resp. K;) le triangle amont (resp.
aval) de I, c’est-a-dire :

I =Ign, avec i€ {1,2,3} si D;.dgn,=0

(resp. [ =1Ig:  avec i€ {1,2,3} si¥;.ng,<O0).
Sur le coté I, au temps 7,, on pose u; = ugm.
A linstant ¢,, on intégre le probleme (1.1) sur un triangle K.

O e 4
u,+v.gradu =0
K
soit
u, + ub .7 =0.

K aK

n+1 n

u 3
S(K)K—k——+ y J up By . g, =0 (2.1)
1

d’ou le schéma décentré amont :

koS . - n
MI'}H:”I?—W‘;("1,-”1(,;)?(1;)“1,
VKeB® Vne {0,.,N -1} (2.2)

et
0 1 J 0
ug = —— | u°(x, y)dxdy VKe®6.
K=5®) ). (x, y y

On définit la solution approchée sur le maillage (G, k) par
ug  (t, x,y)=ug x,y)eK t,<st<t, ,
et a ’instant 7,, on définit «" par
u'(x,y)=ug (x,y)€K.

vol. 26, n° 7, 1992



838 S. CHAMPIER, T. GALLOUET

2.2. Hypothéses sur le maillage

Hypothese sur les triangles :
Jda, b = 0 tels que

ah<f () <bh Vie o

) (2.3)
ah*<S(K)<bh®> VKeG.
D’autre part, on suppose avoir la condition de C.F.L. suivante :
k< inf S(K)— ! (2.4)
Kes Y @, . g ) L)
=1
et 3n =0 tel que:
k< inf S(K}) — =71 2.5)
lest 20|37, . 7|

Remarque : (2.4) et (2.5) sont vérifiées si 39 =0 tel que :

ah

k< T UTE——
2 b”U ||L°°(R2)

(I1-m).

2.3. Quelques résultats sur les triangles

Notations :

Soit Ky le triangle de sommets (x;, y;) = (0, 0), (xy, y;) = (1,0),
(x3, ¥y3) = (0, 1), on note ¥,, i =1, 2, 3 les trois normales aux cOtés de
Ki.

Soit K le triangle de sommets (x;, y1), (X3, ¥3), (x3, y3) (cf. fig. (2.1)), on
appelle ieme co6té de K, le c6té de K ne contenant pas (x,, y,).

On note ¢, la longueur du c6té i et 7, la normale au coté i extérieure a
K.

On pose :
fi:R*5R?
(5, )= /2 (%)
Yy
fz:R2—>R2
e (V01
Yy

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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UN SCHEMA DECENTRE AMONT 839

x.,y)
[

Figure 2.1.

f_:3:R2—>R2

(% y) = (yfl)

de sorte que, pour j = 1, 2, 3, on a sur 'aréte j :

f.5 =6, Vie {1,2,3}.

J ]
Tl existe g : R2— R2de laforme g (x, y) = ( frx+B’y+'y ,>

a'x+B'y+ vy
telle que

g(x;, y1) = (0, 1)
g (x5, y2) = (0, 0)
g(x3, y3) = (1,0).

De plus g est bijective de K sur Kp.
On pose :

= (x; = X)(¥2 — y3) — (X3 — x3)(y; — ¥2)
=2x S(K)

. 0 -
et F, = E’D(g—l)(fl og) (ot D(g~!) désigne la dérivée de g~ ') c’est-a-

vol. 26, n° 7, 1992



840 S. CHAMPIER, T. GALLOUET

dire :
7 :E<x+dﬂ'~y—ﬁd(w'—1)>
17 d y—a'dy +ad(y' —-1)
ﬁzzé(XdeB’(v—l)—BdY’)
d\y—a'd(y-1)+ady'
F :E<X+dﬁ’7—ﬂd7'>
T d y—a'dy + ady'
ol
a:)’l—)’z B:xz—xl _ X1 Y2 X
d a_ 7 d
a,=)’2“)’3 B,_xs—xz %2 Y3 = Y2 X3
d B d

(d’ou : aB’—,Ba’:c—li).
Soient @, B, ¥ trois réels, on définit I?:R2—>R2par
ﬁ:&ﬁ1+ﬁ_ﬁ2+7ﬁ3

on a ciauemeiit :

;. F =a surlaréte 1
ii,. F = B surl’aréte 2

=)

T,

Il
<

3. sur ’aréte 3
et div F est constante sur R2

De plus, si K vérifie (2.3), il existe C (a, b) ne dépendant que de
a, b telle que Vi e {1,2,3}, ona:

”ﬁ‘”L‘”(K) =C(ab).

(En particulier, C (a, b) ne dépend ni de K ni de A.)

- v
LEMME 2.1 : Pour toute fonction v = ( 1) : RS R? on a (avec les
Uy

notations précédentes) :
8 =0.nF +0.i,Fy+0.0n3F.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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UN SCHEMA DECENTRE AMONT . 841

Démonstration :

da’ da dla + a')
[R . [R
diB +B")

On obtient

f
a1=vx[—dz Z(x+dB'y—-Bdy' +Bd)

¢
~ T g xdB Y —pld—Bdy")

(,
+‘i,—°:—(x+dﬂ y - B dy")

l,
+dei—(x+dﬁ vy — B dy' )]
3

+0[-B'(x+dB"y —Bdy' + Bd)
- B(x+dB'y—dB'—dBy")
+Bx+dB"y-Bdy")
+B'(x+dB"y—-Bdy")]
soit
a=v[-a'x—a'dB'"y+a'Bdy —a'Bd
—ax—adB'y+adB' +aBdy'
+ax+adB'y —aBdy'
+a'x+a'dB'y—a' Bdy']
+0[-B'x—dB?y+B' Bdy —B'Bd
- Bx—dBB' v +dBB' + B2dy’
+Bx+dBB'y - B2dy’
+B'x+dB*y —BB'dy']
donc
a;=v[adB’"—a’'Bd] +v,[0] =v,
on vérifie de méme que @, = v, d’ou d = ¥ [

vol. 26, n° 7, 1992



842 S. CHAMPIER, T. GALLOUET

2.4. Monotonie du schéma et estimation L®

PROPOSITION 2.1 : Si la condition (2.4) est vérifiée alors :

(i) le schéma est monotone c’est-a-dire :
up=whi VKeB=ul*'=wi*! VKeB
on wi*! est calculé en remplagcant u par w dans le schéma.
(i1)

™Y, = sup [ug*!] < flu"] -
Ke®

Démonstration :

(i) Le schéma peut encore s’écrire :

na k . - + n
“E = (1‘TK),§ @A 00 ) o
k 3 - - _ n
* 505 X B e 00w

d’ou I’on déduit avec (2.4) :

n+1i

n+1;WK

Ug

c’est-a-dire la monotonie du schéma.
(ii) De la condition div ¥ = 0, on déduit

3
Y (@ . iig )0U) =0

=1

et donc
inf up < inf up*'< sup ul*'< sup ul
Kes Ke® Ke® KeT
ceci donne
lu”* M, < llu™l, - =

On en déduit que sous I’hypotheése (2.4), on a:

” Ug ”L“’(Rz xR*) = ”uO ||L°°(R2) .

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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2.5. Estimation faible sur le schéma

843

En général, le schéma (2.2) n’est pas a variation totale décroissante, quel
que soit le choix de k, A. Considérons par exemple le probleme suivant :

{

u, +u, =0
u(x, 0)

up(x) .

On prend un maillage avec des triangles rectangles réguliers isoceles.
On choisit pour pas de temps & = h/2.

vaut 1.

On fixe i, j et prend uy = O sauf sur les triangles K, | et K,

+1,, ou elle

0 0 0
1941 [0] 0
K K 0
-l wly
0 K !
%]
0 1 0
Figure 2.2. — Instant initial.
Le schéma s’écrit donc,
+1 n
utgl, m "{’, m h (un ul ) -0
X S(K) -1, m fm
soit
1 2k
uE‘,Jrrn = u?,m +T (uf—l,m _ulg’m)
On obtient :
1
U m =

0 si ((,m)=#(+1,j))
et
(b, m)+ (i +2,))
ullﬂ,] =1
u,1+2_] =1.

vol. 26, n° 7, 1992



844 S CHAMPIER, T GALLOUET

On remarque que pour u} ¢, on n’a que deux valeurs non nulles, égales a 1.
On obtient

1+\/§

2

TV (u') = TV (1%

puis
TV (u®*™) = TV (u°)

1+2

2

TV(MZIH-I) — TV(MO)

donc TV (u™) n’est pas décroissante.
1+ \/i

Par contre TV (u") est bornée par 5 TV (19
h B R N
Dans le cas k= 5 le schéma n’est pas non plus a vanation totale
décroissante
2k
En effet, on pose A = A on obtient :

TV =1+1+1+1=4

TV ) =22 = 1)+ A V2414 (1 =A)+A +A /2

donc
TV (uh =TV (%) .

Ainst le schéma n’est pas a variation totale décroissante.
Afin de prouver la convergence du schéma, on montre a présent une
estimation plus faible sur la vanation totale.

LEMME 2.2 : On suppose satisfaite I’ hypothése (2.3)-(2.5).

Sout reR*, on pose A, = {led,I=B,} on
B,= {XeR% |X|=<r}.

Il existe une constante C ne dépendant que de m, u® r (et non de
G et k) telle que

NI—=

h Iv,.ﬁ,IsC

N
Y O¥ k) |u{é;n—u,'élv

n-0led,

ou n; = ngm
i

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numénque
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Démonstration : On peut écrire le schéma (2.2) sous la forme

3
(g™ —uR) SKY+k Y @ . g )0U)uf =0. (2.6)

=1

On multiplie cette relation par ug d’ol

3
(ugtug —ugup) S(K)+k Y (0 . Ag YU uf up=0. (2.7)

=1

Comme
n+1l n n . n 1 n n+ 12 1 ny\2 1 n+ 142
ug uK—uKuK:“i(uK—uK )—E(ux)+§(uz( ).

On obtient en sommant la relation (2.7) sur les triangles et pour
n=0aN-1:

Y SUO [ 5 Guk— ug ™ = 5 R+ 5 k]

3
+kY Y @), ik )0 ) uf ug =0

nKi=1

d’oll

n n+ 1 1
- %;(wo (g = uf "D+ 3 3 (0P S(K) = 5 7 ('S (K)

3
+ kY Y @i )0U) ul up =0, (2.8)
nKi=1

On peut sommer le dernier terme sur les arétes.
Ainsi

3
kY Y b ng EA)ufug =k Y Y 0A) |G vy | () — e ]
n led

nKi=1

Or
(unm)Z —ultmul, = l (u"m _ unb)Z + l [(unm)Z _ (unb)Z]
K; K" "K) = o VK] K; 2 K; LY
De plus, on peut montrer que

Y 1) |5, Ay [(ugr) — (uge)*1=0.

led

En effet, VK€ B, on a:

e

(¥, . fig, VEU) =0

=1

vol. 26, n° 7, 1992



846 S. CHAMPIER, T. GALLOUET

donc

3

Y (B, g ) O, (up) =
soit

3
Y ¥ @ik )T AL (uge)

KeBi=1

3
- Y Y @i ) 0 W) =

keTi=1

d’ou le résultat énoncé.
Ainsi

kY 3 0d) |9, 7| [(ugn)® — ugmuge]

n led

——k Y ¥ ) |8 A | ugn— ugel?. (2.9)

n lesd

Regardons le premier terme de (2.8).

A= ZS(K) (ul’é n+1)2

n K
_\_‘n/r/\/ k é‘ st = NP n\z
HZ;DKA)\S_—(K ‘é‘lk 1, ItK_l)t\ll)uIl}
22 1 5. ¢ 2
= . v, .ig )0 ul

3 2
Z @, . Ag N U)) (uf —u;)) .

E

=
/'\
N~

Pour un triangle donné K, Y (9, . rg ) €(,) (4] — ug) admet au plus
1=1
deux termes non nuls.
Comme (a + b)* <2(a*+ b?), on déduit

A<?2 }: kz———)

(B . g VP OA,) (uf — ug)?.

IIMm

On somme alors sur les arétes,

A<?2 Zkz Y

n Ie,olS(Klv)

@ A LU (ugp — ug)? (2.10)

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numénique
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En reportant (2.9) et (2.10) dans (2.8), on obtient :

2 1 oo n n
—zzkz Z SKDH @ A Y ey (UK,"'—MK;‘)2
n led 1

2 1
+ §g:S(K) () - EES(K) (ug)?

1 no7 n n
+§Z y li(l) |B; 7y | (ugp — uge)* <0

n ¥

SO1t

Y SK) R - Y S(K) (ug)
K K

—2k0() |3, . 7|
+ +
R AT

1| k€)Y |3 . 7| (ugp— ugs)*<0.

D’apres ’hypothese (2.5),

-2k ) |5, . 7y
+1
S(K})

=7 .
Ainsi

Y SK) (ug) = Y S(K) (ug)?
K K

+n Y Y KUY |T; . Ay (ugp — upp) <0

n les

En conséquence, il existe deux constantes C; et C, telles que :

N
~
=M
e
-~
~
~
<l
~
=4
~
=
N
3
|
&
&!
~
I
a
b4

D’aprés 1'inégalité d’Holder,

Y k) |Ty Ay ugp - g

nlest,
1 1
2 2
s[ S k) |5 . A (u,';lm—u,'g,u)Z] [ Y |i5,.fi,|kl’(1)]
nlesd, nled,
1
<Ch 2

Rappel : C ne dépend que de 71, 4% r, a, b, ¥.

vol 26, n° 7, 1992



848 S. CHAMPIER, T. GALLOUET

2.6. Convergence dans L. de la solution approchée

Soit (G, k;),cy une famille de discrétisation vérifiant (2.4) et (2.5)
(a, b, n f1xes) la suite (u«6 K, ), en est bornée dans L®(R%R*). On peut

donc en extraire une sous-suite qui converge dans L ®(R 2 R*) faible*.

THEOREME 2.1 : Soit a, b, 7 fixés, (G, k) vérifiant (2.3)-(2.5), la solution
approchée uyg , converge quand h tend vers O dans L. vers u et u est la
solution faible du probléme (1.1).

Démonstration : Comme la solution faible du probleme (1.1) est unique,
par un argument classique, il suffit de montrer que si uy , — # dans
L*®(R?% R*) faible* quand %, k tendent vers O (avec (G, k) vérifiant (2.3)-
(2.5)) alors u est solution faible du probleme.

On suppose donc que uy , — u dans L®(R? R*) faible*.

Soit ¢ une fonction C* a support compact. On multiplie (2.1) par
¢ (x,y,t,) et integre sur K.

S(K)J <p(x ¥, t,)dxdy +

3
+ [ ¢(x,y,tn)ZJuﬁﬁ,l.ﬁK’,=0.
o1

D’apres les rappels sur les triangles, il existe une fonction
F%: R* 5 R? telle que :

Comme div F'% est constante sur K, on obtient

S(K)j <p(x y,t)dxdy+S(K)d1vF”J e(x,y,t,)dxdy =0
K

soit

upt - ug .
——k—qo(x, ¥, tn)dxdy+J divFg e (x,y,t,)dxdy=0. (2.11)
K K

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numénque
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UN SCHEMA DECENTRE AMONT... 849
On définit presque partout F"* par ﬁ’iK = ﬁ’,‘(
divﬁ’i,( estdans L <.
F" .7 estcontinue sur chaque aréte .

Ainsi div F" € LS (R?).
On a:

ZJ o (x, Y, t,,)divf":~ Jf”.grad e,y t,).
K vK

On somme (2.11) sur tous les triangles.
On rappelle que u” = ug sur K.

u[’é+l—u1ré .
ZJ —— o, y, t,)dxdy — ZJ F".grad ¢ (x,y,¢,)dxdy =0
K VK k Kk vK

soit
un+1_un . .
J ————cp(x,y,tn)dxdy—J F".grad ¢ (x,y,t,)dxdy =0.
R? k R2
On multiplie par £ et somme sur n dans {1, ..., N — 1}.

_J uo(x,}’)‘i’(x,y, O)dXdy
R2

ud . r "¢(X,y, tn_l)_‘P(x7y’ tn)
+ ZKJ u®
= R? k

dx dy

- Z k J‘ 21‘:" . grad o (x, y,t,)dxdy =0.
R

Pyt ) —e(x, 3, 1,)

ij u dxdy-»—J J ue,
n R2 k R* JR?

et

J‘zuo(x’ y) QD(X, y, O)dXdy'—) J‘zuo('x9 )’) (P(x! yv O) dxdy
R

R

vol. 26, n® 7, 1992



S. CHAMPIER, T. GALLOUET

850

LEMME 2.3 :
Yk J F".grad ¢ (x, y, t,) dx dy — J J U.grad ¢ (x, y, t) udxdydt.
n R? R* JR?

DEMONSTRATION : On pose

on 3,0
F, =vu".

On a
v.grad ¢ (x, y, t) udxdydt.
2

Yk f F" . grad ¢ (x, y, t,) dx dy —
n R? R* xR

On s’intéresse donc a ’erreur commise en remplacant F” par F7.

E:Zk (1::"—15'2) .grad ¢ (x, y, t,) dxdy .
R2

Sur un triangle K
Fn: 611. ﬁKylulan{(+i512. ﬁK’2u1n2F§+613. ﬁK_3uf3F§

-

o n .
F, =vu" = vug
~n = = n,,n
Fe.nK',=nK,l.vuK.

D’apres le lemme 2.1, on peut donc écrire F, sous la forme :

=, - = - = - K

F::v.nK,lu[’éF{(’f'v.ﬂK,2u1’éF§+v.ﬂK’3u;éF3.
D’ou sur un triangle X :

on o = ~ n ny\ oK ne3 ~

F" — Fg = v g (uf, —ug) F{ + ug (0 - ng

— - ~K — - - ~K
+ UIZ . ﬂkyz(u;; — u;é)F2 + u;é(v[z. g 2 — v. nKyz)FZ

- - ~K — - - — ~K
+ 0y, . g s (up, —ug) F3 +ug(Vy, . g 53— V. ng3) F3 .
On sait que pour i =1, 2,3,0n a:

I?K“ =C
“ i Lao(RZ)

avec C indépendante de % et K.
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B est un compact contenant un voisinage du support de ¢ en espace, et
donc contenant tous les triangles rencontrant le support de ¢ en espace,
indépendamment de (G, k), pourvu que A soit assez petit, ce que 1’on peut
supposer.

|E| =

ijz(l;"—ﬁ:‘).grad e(x,y,t,)
n JR

M - -
=Yk, Y j |F" - F;
n=0 K

KcB

car grad ¢ est borné sur le support de ¢, M est donné par (M + 1) k<T’
ou T' correspond au support de ¢ en temps.

On pose :
wy= sup [T +y)-5X)
XeB
Iyl <hb
|E| = |Y kC J |F - F,|
n KcB VK

M
< Y kY CoSKI|Ty, . dig, 1| |uf — up|
n=0

KcB

-+

- - n n - - n n
v,z. rlK'leu]z—uK' + lvla. nK'3| ,u,a—uK,)

M
+ Y kY Cilug| S(K)wy,
n=0

KcB

car comme U est continue, a et 8 atteignent leur minimum sur chaque aréte.

inf a(x, y) =a (xtm’ ylm)
I

3

inf a(x,y)s-gl—

J a(x,y)=sup a(x,y)
I, VI

i Il

inf a(x,y)—a(x, y) =s=w,.
1

i

De méme, on a

sup a(x,y) —a(x, y)| sw,
1
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donc

sup —,}—j a(x,y)dxdy - a (x, y)| =w,
(x,y)ek [N

t

et

1
sup ?J B, yydxdy — B (x,y) sw,
ekl Cidi,

d’our sur I, |B; — ¥| =w, ainsi,

M
Y kY Cslug| S(KYw, <C,w,
n=0

KcB
et ce terme tend vers 0. Regardons [’autre terme :

A= ik Y Co K|y, - dig | |uf — up)

n=0 KcB

+

= = n n b3 e n s
Uy, - "K,zl 'ulz_uKI + l"13- ”K,zl Iu13—u,(|)

M
2.3 — n n
A< Y kY Csh (Ivll‘”K.lHuh_”K\
n=0 KcB

B, . Ay, !u" —u'é! + !5, ,nV3Hu" —u,’}l)

.- Mk, 2| 4 3 Mk, I,

+

N

Mz

<Y kY Ceh®U)|By,. fig | |uf, - ug|
n K

0 =B

|

+ 0|8y, g o| [uf, — up| + 0UD |3y, - Fig 5| |ul — ui|) -

On somme a présent sur les arétes.

M
A<C,h Y Y K|S i | |upp — uiy

n=0KcB

< CS hh—1/2= C8h1l2

avec Cg constante indépendante de (G, k) vérifiant les hypotheses (2.3)-
(2.5). On fait tendre & vers 0, |E| tend alors vers 0.
Ainsi

- ij F .grad ¢ (x, y, t,)dx dy
" R?
f R -
—>—J uv(x, y).grad ¢ (x, y, t)dx dy dt .
R* x R?
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Ceci prouve que u est solution faible du probléme (1.1) et termine donc la
démonstration.
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