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f r s a n n MATHEMATICALMODEUJNGANDNUMERICALANALYSIS
J l L ' I i J MO«USATIOHMATHÉMAT«WE ET ANALYSE HUMÉRtWÊ

(Vol. 28, n° 1, 1994, p. 95 à 119)

ALGORITHMES DE TYPE F.A.C. (*)
EN OPTIMISATION CONVEXE

par R. B O Y E R C1)

Communiqué par R. TEMAM

Résumé. — Le but du travail est la description et l'étude de nouveaux algorithmes de type
F.A.C. (Fast adaptive composite grid method) dans le contexte de Voptimisation convexe. Ces
algorithmes combinent des techniques multigrilles à des techniques de décompositions de
domaines. On traite d'abord le cas sans contrainte (l'algorithme construit est une extension de
celui proposé par McCormick [8] dans le cas quadratique). Pour les problèmes avec
contraintes, on se restreint pour la construction de nouveaux algorithmes de type F.A.C. aux
contraintes de type obstacle.

Abstract. — The goal of this paper is the description and the study of new algorithms of
F.A.C, type in a convex optimization background. The F.A.C, method (cf. McCormick [8])
combines multigrid technique with domain décomposition strategy. First we treat the case of
optimization without constraint (the proposed algorithm could be considered as an extension of
McCormick algorithms in the quadratic case). Secondly, in case of constraint s of « obstacle »
type : C — {v e V/v ~s c } , the built algorithms are obtained in a similar fashion. For each
method, a global convergence theorem is demonstrated under regularity hypotheses on the
function to minimize.

1. INTRODUCTION

Beaucoup de problèmes aux limites de la mécanique ou de la physique
peuvent se formuler en termes de minimisation de fonctionnelles convexes.
Pour certains de ces problèmes (en mécanique du solide notamment), la
minimisation se fait non pas sur un espace entier, mais sur un ensemble
admissible convexe fermé de type « cône positif ».

Nous avions présenté dans [1], [2] des algorithmes multigrilles pour la
résolution de tels problèmes.

Faisant suite à ce travail, et en nous inspirant des résultats de McCormick
sur la méthode F.A.C. [7] et [8], nous présentons ici une extension de cette

(*) Manuscrit reçu le 25 septembre 1991 et sous forme révisée le 28 décembre 1992.
(]) Université de Provence-UFR-MIM-3 Place Victor-Hugo, 13331 Marseille Cedex 3.
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96 R. BOYER

méthode à des problèmes d'optimisation pour lesquels la fonctionnelle
convexe à minimiser n'est pas nécessairement quadratique et dans les cas
suivants : sans contrainte, avec contrainte de type cône positif.

Nous rappelons brièvement les idées maîtresses de la méthode F.A.C.
(2 grilles).

Etant donné un maillage (grossier) de base sur un domaine fl, on
considère un raffinement local sur un (ou plusieurs) sous-domaine(s)
O a de H ; l'idée de la méthode F.A.C. pour obtenir une solution approchée
sur un tel maillage composite est d'effectuer à chaque itération les deux
étapes suivantes :

— une correction sur le maillage grossier (comme dans les méthodes
2 grilles standards) ;

— une correction (résolution) sur les sous-domaines locaux raffinés
f2a.

Il s'agit donc d'une technique alliant algorithme multigrille [5] [8] et
décomposition de domaines.

Les algorithmes présentés ici (cf. aussi [3]) comportent, de la même façon,
deux étapes à chaque itération. Dans chacune des étapes le problème
d'optimisation à résoudre est du même type que le problème initial.

En pratique ces problèmes ne seront bien sûr résolus que de façon
approchée.

Il est important de souligner que, pour certains problèmes pour lesquels le
sous-domaine raffiné comporte plusieurs composantes connexes, les résolu-
tions locales dans l'étape 2 peuvent s'effectuer en parallèle.

L'étude théorique (§ 3-2 et § 4-2) établit, sous des hypothèses classiques
en optimisation, un résultat de convergence globale de tels procédés pour les
deux cas traités.

Enfin on montre au § 4.4 sous une hypothèse supplémentaire (non
dégénérescence) qu'après un nombre fini d'itérations les contraintes saturées
sont fixées définitivement.

2. PROBLÈMES MODÈLES - HYPOTHÈSES - NOTATIONS

2.1. Problème type abstrait

a) Cas sans contrainte ;
Soit V un espace de Hubert réel de dual V , et soit F une fonctionnelle,

définie sur V à valeurs dans R.
On s'intéresse au problème suivant :

(Trouver û e V vérifiant : (2 X)

[F(ù)^F(v) \fveV.
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ALGORITHMES DE TYPE F.A.C. EN OPTIMISATION 97

b) Cas avec contraintes :

Soit K un convexe fermé d'intérieur non vide de V de type cône positif. On
s'intéresse au problème suivant :

I Trouver û G K vérifiant : ^ y\
[F(ù)^F(v) VveK.

On précisera ci-dessous les hypothèses sur l'application F pour que ces
deux problèmes aient une solution unique.

2.2. Hypothèses

On suppose que V est dense dans un espace de Hubert réel H :

V tzH

V' désigne le dual de V et on identifie H à son dual.
La fonctionnelle F est supposée satisfaire les hypothèses suivantes :

Hl : F est 2 fois Fréchet-dérivable et F ' est lipschitzienne :

3M^0t.q\\F>(u)-Ft(v)\\vt^M\\u~v\\v Vu, v e V . (2.3)

H2 : F est fortement convexe :

la>Ot.q(F'(u)-F'(v)9u-v)**a\\u-v\\2
v Vw, v e V (2.4)

où ( , ) désigne la forme de dualité (V\ V\ identifiée au produit scalaire
sur H,

Comme F est supposée 2 fois dérivable, on a de façon équivalente :

3a > 0 * .q(F"(u)v, v)z* a\\v\\2 , Vu,v eV (2.5)

H3 : F " est supposée uniformément continue sur tout borné B de
V.

Plus précisément, on suppose qu'il existe une application 8 croissante de :
R+ -> R+ telle que : lim ô(t) = 0 (par ex. : 8(t) = Ctn, C > 0, n e N) de

sorte que :

\\F"(u)-F"(v)\\l(VjV>)^ô(\\u-v\\) V M e B . (2.1)

2.3. Résultats d'existence et d'unicité

Sous les hypothèses précédentes Hl et H2 les problèmes (2-1) et (2-2)
admettent chacun une solution unique (cf. [4] pour la démonstration de ce
résultat).

vol. 28, n° 1, 1994



98 R. BOYER

Remarques :

— Pour certains problèmes ces hypothèses pourront être affaiblies, quitte
à n'obtenir alors que des résultats locaux.

— L'hypothèse H3, utilisée dans la remarque 3.2.1, sera importante dans
une étude ultérieure sur la vitesse de convergence.

2.4. Exemple de problème sans contrainte

On considère le problème suivant :
Etant donné a, ƒ e C°(/3 ), trouver u solution de :

- div (a(x) grad (u)) + u = ƒ dans Ü

— =-9(u) sur 3/2
dn

avec : a(x) > 0 sur 12

g ' continue sur R et g ' (z) =s 0 .

Ce problème est du type (1.1), F étant la fonctionnelle suivante :

(a/2||grad (u)\\2 + u2 - fu) d/2 - | aJ(u)d(dO)
Ja/2

avec : t(u)=\g(z)dz,
Jo

et V l'espace H\O).

2.5. Discrétisation. Problèmes discrets

2.5.1. Discrétisation, Notations

A l'espace V, on associe une famille de sous-espaces emboîtés
Vi i = 0, M de dimension nt (obtenus par exemple par une discrétisation de
type éléments finis) :

Vo désigne le sous-espace le plus « grossier » (i.e. correspondant au
maillage le plus grossier).

VM désigne le sous-espace le plus « fin » (i.e. correspondant au maillage le
plus fin).

On considère sur ces sous-espaces Vi les produits scalaires induits
respectivement par V et par H.

On note : Wt les espaces euclidiens Rm isomorphes aux sous-espaces

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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ALGORITHMES DE TYPE F.A.C. EN OPTIMISATION 99

Ainsi donc, à un élément quelconque ut de V -t est associé un élément
xt de W,-. On note [xt]j la y-ième composante de x,.

(Par exemple dans une discrétisation éléments finis Pu on associe à
Ui le vecteur xi des valeurs nodales).

/•• __ i les prolongements de Wt_i dans Wt, supposés injectifs linéaires et
continus :

I\ ~ 1 les « restrictions » de Wt dans Wt _ x avec :

/ j ~ x =(/;"_! y (( y : application adjointe ) .

(Exemple de prolongement / • „ L).
Dans le cas unidimensionnel avec une discrétisation éléments finis

Px et maillage fin obtenu en divisant par 2 chaque intervalle du maillage
grossier

/\ _ j est donné par une matrice du type :

/ 1 0 0 . . \
1/2 1/2 0 . .
0 1 0 0 0
0 1/2 1/2 0 0
0 0 1 0 0

\

Pour les problèmes avec contraintes, on associe au cône K une famille de
cônes discrets fermés Kt vérifiant :

On note alors C,- les cônes fermés dans Wt correspondant aux Kt :

Xi E Ci o ut e Ki .

Lorsque le convexe K est du type cône positif, les convexes C ( sont alors du
type:

i = {x( e Wi \Xi s* c j avec R U {- oo} Vy = 1, dim

Nous ne travaillerons dans la suite que sur des convexes discrets de ce
type.

On supposera de plus, pour les problèmes avec contraintes, que les
opérateurs de prolongement satisfont à :

H 4 : V*.

vol. 28, n° 1, 1994



100 R. BOYER

Cette hypothèse supplémentaire est en général satisfaite pour des discrétis-
ations par éléments finis de Lagrange.

On définit enfin les fonctionnelles discrètes F t de la façon suivante :

Fi :xi e ^ s R ^ F f d i l e R

telle que :

(où xt désigne l'élément de Wt correspondant à M,-).
On remarque qu'on a les relations suivantes :

F,; _ j (X,. _ , ) = F ,XI \ _ , (x, _ , ) ) V ^ . ,

2.5.2. Problèmes discrets

On les définit de la façon suivante :
Pour i fixé tel que : 0 ̂  / =s M.

Cas sans contrainte :
Trouver x* e Wt tel que :

Cas avec contrainte :
Trouver JC/* e C i tel que :

Existence et unicité des solutions des problèmes discrets.
Sous les hypothèses du § 2.2, chacun des problèmes discrets définis ci-

dessus admet une solution unique.

2.5.3. Notions de maillages composites et sous-espaces discrets
corresponda n ts

En vue de faciliter la compréhension de l'algorithme F. A.C. qui sera décrit
au § 3, on précise sur un exemple la construction des sous-espaces de
discrétisation intervenant dans l'algorithme.

Exemple de construction d'un maillage composite à 2 niveaux et des sous-
espaces de discrétisation correspondants (éléments finis PI).

Soit £1 un ouvert borné régulier de R2, de frontière 9/2, et soit
v =Hl

0(n).

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Un maillage composite à 2 niveaux sur 12 sera construit de la façon
suivante.

A partir d'une triangulation «grossière» TQ de 12, on raffine certains
éléments de To contenus dans un sou s-domaine f2a (cf. figure 1) de façon à
conserver une triangulation admissible. On note alors T1 la nouvelle
triangulation composite ainsi obtenue.

XXX

Figure 1.

On peut définir alors à partir de To et de Tx les sous-espaces discrets
suivants :

Vo = Lo e C°(/2 )/w01 r e P x VTk triangle de To et uQ \ èn = o |

Vx = | M l e ^(/Sywjly, e Px VTfc triangle de Tx et Wj | a/2 = OJ

et concernant le raffinement local :

Vi,a= {u{ e v ,1^1^ = 0 v r ^ ^ n r o } .

On note enfin F « l'interface » entre la zone affinée Ha et la zone restante.
Les dimensions des espaces Vo, Vx et VijQ sont notées respectivement :

n0, nx et n^ a ; enfin nit r désigne le nombre de nœuds situés sur l'interface.
On désigne respectivement par :

Wo l'espace Rn° correspondant à VQ

Wx l'espace Rnx correspondant à V x

WXj a l'espace RH]>a correspondant à Vx a .

vol. 28, n° 1, 1994



102 R. BOYER

de
On est alors amené à considérer la partition suivante des degrés de liberté

{1 ... «!> = Jhna U/ 1 ) f l avec card (JUa) = nUa.

L'ensemble Ju na se partitionne en :

•A, na = A), na U J \t r
 a v e C C a r d Cl, r) = «1, T •

Remarque : On peut bien sûr étendre ce type de construction pour
plusieurs (> 2 ) niveaux de raffinement ; on remplace alors respectivement
les indices 0 et 1 par /* — 1 et i pour 1 ̂  i '^ M (M indique le niveau le plus
haut tandis que 0 indique le niveau le plus bas.)

Figure 2.

3. OPTIMISATION SANS CONTRAINTE

3.1. Description de l'algorithme de type F.A.C. à 2 grilles

Notations :

Dorénavant < , ) désigne le produit scalaire dans les espaces Wx et
w0.

On cherche à résoudre le problème suivant :

f Trouver Jtf e Wx tel que :

en utilisant les espaces Wo, Wx et Wla (i.e. les 2 niveaux 0 et 1).

(3.1)

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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ALGORITHMES DE TYPE F.A.C. EN OPTIMISATION 103

Description d'une itération :

Une itération comporte deux étapes :
x\ -> x\ + m : étape de « correction sur grille grossière »
x\+ m -• x\ + 1 : étape de « correction locale ».

a) Etape de «correction sur grille grossière» (cf. [1], [2])
Soit XQ G Wo « judicieusement choisi » (par exemple XQ = I® x\), on

considère la fonction <PQ : Wo -» M définie par :

doeWo^ <f> *(d0) = F0(x
k
Q + d0) + </? F{(*î) - F£(Jc§), 6?0> (3.2)

on cherche alors d-Q G VFO solution du problème :

*{(dg)«*o(yo) Vy 0 6W 0 . (3.2')

Enfin on construit x̂  + 1/2 par :

xî+ 1 / 2=jc{ + jS*/?dg (3.3)

où Ŝ * est choisi tel que :

- ( l~<r)iS*</?^i(*î) , 4 > ^ ^ i ( 4 ) - ^ i ( 4 + 1 / 2 ) (3-4a)

- F 1 ( ^ + 1 / 2 ) > - ( r / 3 ^ < / ? F ; ( 4 ) , 4> où a G [0 ,1 /2] . (3.4Ö)

Remarques : Il
odQ est une direction de « descente » pour F Y et donc le

choix de pk est possible (cf. § 3.2 pour la démonstration) ; un tel choix dû à
Armijo est classique en optimisation (cf. [9]). D'autres choix sont bien
évidemment possibles (cf. [4]), par exemple celui de la plus profonde
descente.

Il est important d'un point de vue pratique que la détermination de
/3k soit peu coûteuse.

On montre, à ce sujet au §3.2.1, que si k est assez grand (dès que
x* est assez proche de x?) et si le maillage « grossier » est suffisamment fin,
alors on peut prendre /3 k = 1.

— Enfin dans le cas quadratique: F l(x1) = \!2xt
lAlxx - x\bx et la

correction ci-dessus avec /3 k = 1 coïncide avec la correction classique des
méthodes 2-grilles.

— En pratique le calcul de dk
0 ne se fera que de façon approchée : au lieu

de (3-2') 4 sera calculé tel que : || <£

vol. 28, n° 1, 1994



104 R. BOYER

b) Etape de « correction locale » : x\ + ! a e Wr -• x^ 1 e Wv

On désigne par 8x\t a la solution de

t , i f le Wltfl (3.5)

et on pose :

x*+1 =^î + 1 / 2 +M i f l - (3.6)

Remarques: La détermination de 5x* ü nécessite la résolution d'un
problème d'optimisation localisé sur 121 a ; si f2x^a n'est pas connexe, on
pourra alors dans de nombreux cas décomposer ce problème en sous-
problèmes indépendants sur chacune des composantes connexes et résoudre
ces sous-problèmes en parallèle.

— Dans la pratique on considérera uniquement une approximation de
8x\a obtenue par application d'un algorithme d'optimisation approprié.

Remarque : En s'inspirant de l'algorithme proposé par McCormick [8]
dans le cas non linéaire, on pourrait aussi envisager à la place de (2-5) (2-6)
l'étape de « correction locale » suivante :

Soit <p\j la fonction de Wla dans R définie par : VSx l ö e Wla

<PÎj(8xUa) = Fl(5tk
lJ + ôxUa)+ (l\JF[{x\+m)-F[&xj\ 8xUa)

où x\} 2 est un élément « bien choisi » dans Wlt a et I}'f désigne l'opérateur de
restriction sur W\ a.

On note enfin 8x\ a = Arg Min <p \ i sur W1 a.
On calcule alors : xk+l = x\ + m + /3 £ f 8x\t a où fi \j est calculé de façon

analogue à l'étape précédente ; on a alors :

Remarque : En pratique le calcul de 8x\ a ne se fera que de façon
approchée.

3.2. Convergence de l'algorithme 2-grilles

Dans le cas des problèmes d'optimisation convexe étudiés ici, on montre
le résultat de convergence globale suivant :

THÉORÈME 1 : Sous les hypothèses 7/1, 772, la suite engendrée par
Valgorithme 2-grilles ((2.3)-(2.6)) converge, quel que soit le vecteur initial,
vers la solution x? du problème (2.1).
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ALGORITHMES DE TYPE F.A.C. EN OPTIMISATION 105

Démonstration : D'abord l'étape de correction sur grille grossière est une
descente pour la fonction Fx.

Voici en bref quelques éléments de preuve : par construction de
dp on a 0Qk(dk

o) = 0 et par définition de #$

0̂(̂ 0 + 4 ) + /? F î(*î) - W

D'après H2 : <- /?F[(x*), 4 ) s, a \\dk
0\\

2
Q ce qui signifie que ƒ? 4 définit

bien une « direction de descente » puisque

D'après Hl, on déduit aussi :

\ \ n 4 \ \ \ \ 4 \ \ . (3.8)

En considérant le choix (3.4a) (3.41?) pour p * on peut écrire par utilisation
d'un développement de Taylor de F (xk+m) :

4- a (- /? F {(*{), 4 ) ^ + 2(1 - a) <- /?Fj(4), 4)

4/JdS> ^ * < F f ( î î ) / à 4 / 4 >

où 3cJ désigne un point intermédiaire entre ^ et Xj + 1/2, d'où la minoration :

j8*2* ^ et l'inégalité :
M

FMï-FM^'^^V PÏF'M)\\2, (3.9)

où i? est une quantité positive ne dépendant que de a, M et <r.
D'autre part, par construction, l'étape de « correction locale » est une

descente pour la fonction Ft.
La suite (F L(xf )) est donc décroissante ; comme elle est bornée inférieure-

ment par F1(x*), elle est donc convergente et on a donc :

Lim (Fl(4)-Fl(x
k
l
 + 1)) = 0 (3.10)

et donc à l'aide de (3.9), (3.8), (3.3) et du fait que f3k est borné :

Lim | | 4 - 4 + 1 / 2 | | = 0 . (3.11)

Par construction l'étape (3.5) (3.6) implique :

dFx

(x\+1) = 0 pour j e Jx a (indices locaux fins) (3.12)
dxj

vol. 28, n' 1, 1994



106 R. BOYER

et à l ' a ide de l 'hypothèse de forte convexité on a :

L im | | x î + 1 - 4 + 1 / 2 | | = 0 . (3.13)

D ' au t r e part, puisque / " est l ' identité sur JXa, on a :

d F i <, i
L i m — i ( ^ + 1 ) = 0 VjeJha.
Jt-oo dXj

Enfin pour les indices j de l'interface j G / , r, on a donc :

et donc d'après ce qui précède :

d'où finalement :

dFl .
L i m — - ( x { ) = 0 VjeJir
k^œ dxj

Lim F[(x\) = 0 .
* - > 00

La convergence de JĈ  vers jct* se déduit alors aisément de l'hypothèse H2
de forte convexité.

3.2.1. Remarque importante

Pour diminuer les coûts de calculs, on montre dans le lemme ci-dessous
qu'on peut choisir f3k = 1 dans un voisinage de la solution à condition de
supposer l'hypothèse supplémentaire suivante :

H5 le maillage « grossier » H est suffisamment fin pour que :

« IQ ƒ ? xf — xf soit suffisamment petit » .

LEMME. On suppose réalisées les hypothèses H3 et H5 (ci-dessus).
Alors il existe un rang K tel que pour k > K on peut prendre

Pk = 1 dans (2.3).

Démonstration : On utilise encore un développement de Taylor : je* +1/2 =
4 + il 4, d'où

avec O e ]0, 1 [,

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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ALGORITHMES DE TYPE F.A.C. EN OPTIMISATION 107

mais par définition de CIQ :

(F [ (4), ƒ * 4) = - (F f (7â(4 + 6 ' 4)) Il
Q 4, Il

0 4)

avec 0 ' e ]0, 1 [

d'où:

- F 1 ( 4 + 1 / 2 ) = (FÏ(Il
0(%+ 6'

- \ (FÏ(4+0Io4)Ilo4,Io4) • (3-16)

On pose alors respectivement :

d'où:

F , ( J C Î ) - F 1 ( J C Î + 1 / 2 ) ^ (a/2-A0F"-AlF"-AtF") | | / i 4 | | 2 . (3.17)

Or d'après les résultats de convergence, les quantités û0 F ", AY F "
peuvent être rendues aussi petites que l'on veut pour k suffisamment grand,
tandis que la quantité A^ F " sera petite si le maillage grossier est suffisam-
ment fin (résultat d'approximation).

Ainsi donc pour k suffisamment grand et H assez petit pour satisfaire
H5 l'inégalité (3.17) devient :

avec £ r> 0. (c.q.f.d.).

3.3. Extension de l'algorithme au cas multigrille

Comme pour la méthode multigrille « classique » on remarque dans le cas
de raffinements successifs emboîtés {cf. figure 2) que le problème à résoudre
dans l'étape de correction sur « grille grossière » est du même type que le
problème initial : en effet la fonctionnelle à minimiser est constituée de la
fonction discrète sur le maillage considéré, augmentée d'un terme linéaire et
on peut donc envisager d'appliquer à ce problème le même algorithme.
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108 R. BOYER

Description récursive formelle d'une itération de la procédure en V-cycle
MGFAC <t, z, x, r )

Fi

r
x
X;

Notations
niveau d'appel intermédiaire de la procédure
niveau d'appel
niveau le plus bas
fonction discrète sur le niveau i
dérivée de la fonction discrète F t sur le niveau i
résidu du niveau (/ + 1) projeté sur le niveau i
vecteur (itéré) en entrée ou sortie de la procédure
variable auxiliaire au niveau /.

Commentaires :
Au niveau i on considère la fonction :

sinon

Fin des commentaires
Si i = iQ on minimise HiQ(x).
Sinon

Étape de correction

Z := Z .

Appel MGFAC (£, i - 1, z, q)

/? désigne un coefficient de descente « convergent » {cf. § 3.1).

Étape de « correction locale »
x ••= x + àxt a où <5x; a est solution du problème local sur fli a.

Remarques : Comme il a été indiqué dans la description de l'algorithme
deux-grilles, le problème local intervenant dans l'étape de correction locale
sera, en pratique, résolu de façon approchée à chaque niveau.
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4. OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES DE TYPE CÔNE POSITIF

4.1. Description de l'algorithme de type F.A.C. à 2-grilles

Le problème à résoudre est du type suivant :

j Trouver x f e C x tel que :

On rappelle que zx e C l signifie : [zj^ 5= [cj7 pour y' = 1 ... nl où nx désigne
la dimension de W±.

Description d'une itération : x\ s C i -* x\+ l e C x

Chaque itération se compose de 2 étapes :

x\ —^x\+[/2eCl: étape de correction sur « grille grossière » ,

xk + i/2 _̂  xk + î . £ t ap e fa correction « locale » .

a) Etape de « correction sur. grille grossière »

Comme pour la méthode 2-grilles « classique » (cf. [2]) on construit un
convexe auxiliaire (cf Mandel [6]) dépendant de l'itération :

Ck
0= {z0 € Wyz0 ^ êk

0} (4.2)

avec [cg], = Ma X l s i S K ] {[cj,- - [AVUllj =• 0} .

Comme chaque itéré x\ est dans le convexe C x on a :

[ck
o]j^O p o u r j = 1 ... n0.

L'idée essentielle dans cette construction, proposée par mandel [6] est :

i) de faire en sorte que : x\ + IQ CQ e C 2 (pour conserver des « directions
admissibles ») ;

ii) de pouvoir définir le problème grossier « entièrement sur Wo ».
On considère d'autre part la fonctionnelle discrète <PQ comme au § 3 :

^ o ^ o ^ #o(4>) = ^o(*o + d0) + </? F[(x\) - Ffâ\ d0)

où XQ est «judicieusement choisi » (par exemple : ^ = /? x\).

On cherche alors dç e CQ solution de :

*otó) * *oWo) VdoeCg. (4.3)

On détermine alors l'élément jcf + m G C r tel que :

4+m=x\ + f3kl
l
0d

k
0 (4.4)
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où pk est donné par

/ ^ = Min (fSl
ky j8j?), avec

l t â lllfà^FM + Plotâ VP - ° (4.5)

(P ^O/XÎ + P / ^ J E C ! ) .

Le choix de p\ est un choix théorique {cf. § 3) pour d'autres choix).

b) Étape de « correction locale » : x\+m e Cx -• x\ + l e C v

II s'agit ici d'une relaxation locale.
A xk

{
 + m on associe les éléments £(#i + 1/2) vérifiant:

= [*î+1/2]y si y e / l f (4.6)

)]; libre si j e / u .

On cherche alors g(x\+m)eCl tel que :

î + l / 2 ) e C ! (4.7)

c'est-à-dire qu'on fixe les composantes non affinées et qu'on minimise la
fonction F x par rapport aux autres composantes.

On pose alors :

jt{+1 = ê(*î+1 /2). (4.8)

Remarque : De façon triviale on a donc :

On observe aussi que le problème (4.7) est un problème local fin puisque les
composantes d'indices n'appartenant pas à JXa sont figées.

4.2. Convergence de l'algorithme 2-grilles

Comme dans le cas sans contrainte on démontre un résultat de convergence
globale :

THÉORÈME 2. —Sous les hypothèses Hl, H2 et HA, la suite engendrée
par Valgorithme 2-grilles (4.3) (4.8) converge, quel que soit le vecteur
initial, vers la solution x* du problème (3.1).

Démonstration :
On démontre d'abord que l'étape de « correction sur grille grossière » est

une « descente » pour F x.
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En effet en exprimant les conditions d'extrémalité du problème (4.3) on
obtient :

W o - 4 > ^ 0 V»oeC* (4.9)

ou encore puisque CQ =S 0 et en prenant vQ = Q :

D'autre part calculons : AF\ = Fx(xf{) -Fi(xki + m)-
En utilisant un développement de Taylor, on a :

ï) Si (3k = fil (cas où la contrainte n'est pas active)
on montre alors que :

( 4 - n )

et de plus :

fil s= ̂ - (cf. [3] et démonstration analogue § 3.2) . (4.12)

ii) Si fik = fil (cas où la contrainte est active)
on montre d'abord que fi\^\.
Il suffit de vérifier pour cela que :

4 + / J 4 e C 1 . (4.13)

En effet en passant aux composantes on a d'après (4.2), (4.4) et H4 :

> t i l - + (tél- - t i l ) (1 - ^(/oXy) •

Et donc dans ce cas :
1^/3^/î,1. (4.14)

Par définition de fil et comme Fr est convexe on a donc :

Pi
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et donc :
2

AF\ ̂  —{ {F M) -FM + pUl 4 »

d'où d'après ce qui précède :

AF\^PIPI^T ll7o4||2 • c4*1^)

On a donc bien montré que l'étape de correction sur grille grossière est une
« descente » pour F v

On déduit de (4.12), (4.11) (4.15) que :

(4.16)

A présent, il nous reste à examiner l'étape de « correction locale ».
Par définition dex{ + 1 o n a :

( V2)-4+i)^0 Vf(x^+ 1 / 2)eC 1 (4.17)

et bien sûr :

La suite (Fl(x\))k est donc décroissante ; comme elle est bornée inférieure-
ment, elle est donc convergente ; d'où :

Lim (F 1 (x ï + 1 ) -F 1 (^[ ) ) = 0 (4.19)
£-•00

et d 'après (4.16) il s 'ensuit que :

Lim | | / o^o | | = 0 et Lim ||xf + I /2 - *i || = 0 .
k -*• 00 k -> 00

Or comme /J est l'identité sur Jlt na, on en déduit que :

Lim [dk
0]j =0 Vy eJx . (4.20)

D 'au t re part on déduit de (4.17) que :

et donc :

L im | | x ^ + 1 / 2 - x î + 1 | | = 0 . (4.21)
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Cependant comme la fonction F l est inf-bornée, la suite (x\)k est bornée ; il
existe ainsi une sous-suite (xi')k> qui converge vers xx E CX puisque
Cx est fermé.

Il faut montrer à présent que xl est solution du problème.
On déduit, en passant à la limite dans (4.17) :

3F,
I ^1(xl)([vl]i~-[xl]i)^O V t ^ l ^ f o ] , . î € / l t f l . (4.22)

Le passage à la limite pour les « composantes d'indices dans Ji na » est plus
délicat.

On utilise pour cela le lemme auxiliaire suivant :

LEMME. — Soit (ak) une suite convergente dans Rp vers a* et soit
(fik) la suite des réels tels que fik ~ max af, alors la suite (fik) converge

1 «S i =S P

vers fi* = max a-*.

En appliquant ce lemme à la suite (cj) définissant le convexe auxiliaire

CQ, il s'ensuit que :

Lim [c$]j = Max {[c j , - fayuhlj - 0} = ï^ol; ^ 0 . (4.23)
k' -> oo 1 «s i « n i

On remarque aussi que tout élément vQ du convexe auxiliaire CQ :

Ck
0 = {z0 e W0/zQ ^ ck

Q}

peut s'écrire sous la forme : v0 — w0 4- CQ OÙ W0 est un élément quelconque du
cône « grossier » positif CQ :

En tenant compte de ces remarques, la relation d'extrémalité définissant
dç s'exprime par :

£ U - 2 (xk
0 + dk

0) - —°- (i*) (w0 + cg - 4)y (4.24)
j-i \ J i I

«o »i g/r

+ E E vloh -^ <^+1/2)^o + 4 - 4),- * o, vw0 E c0
+ .

y = l / = i i

Par définition de WQ, Wx et / t on voit que [1 ... n0] 3 / l t na, d'où en fixant
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j dans Jx na (indices des composantes de la « zone non affinée ») :

-^ ( 4 + dg) - -£ (4) J (w0 + 4- dk
0)j +

SF,

i(t+1/2 * 4 V O . (4.25)

On passe alors à la limite dans (3.25). On suppose que xk
0 tend vers une

limite lorsque k -> + oo ; comme Lim JQ = 0, on déduit l'inégalité :
£ - • 0 0

~J

)j ^ 0 V [wQ]j is* 0

et par définition de [co]j on a :

- ^ (3tl)(zl -x^j^O V [Zl]j ̂  [cj , Vy G Jx (4.26)

(car par construction [co]y = [cj^ - [xjy si 7 e / ^ na, IQ est l'identité sur
Ji, na)> d ' o u e n regroupant (4.22) et (4.26)

et donc :

= X

Mais comme xf est unique, c'est toute la suite (jcj) qui converge vers
je? (c.q.f.d.).

4.3. Remarques — extensions

De façon analogue au cas sans contrainte, on peut montrer que le
paramètre pk peut être pris égal à 1 dans un voisinage de la solution.

Il est bien évident aussi que dans une mise en œuvre, les problèmes à
résoudre dans chacune des deux étapes ne seront résolus que de façon
approchée.

Une extension de ces algorithmes au cas de contraintes de type bilatérales :

K = {ue Vlci^ul^bi)

est absolument triviale.
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4.4. Fixation des contraintes saturées

Le but de ce paragraphe est de montrer que dans l'algorithme F.A.C,
construit pour le problème de l'obstacle, les contraintes saturées sont
définitivement fixées après un nombre fini d'itérations.

On ramène, de ce fait, l'étude de la vitesse de convergence d'un tel
algorithme à celle du cas sans contrainte.

Hypothèse de non-dégénérescence

H6 Le problème complémentaire est non dégénéré :

Vf g ƒ ( * • ) _ ! (x*)>0

où /(xf) désigne l'ensemble des indices où l'obstacle est atteint :

I{xf) = {i e [1 ...

On note :

ƒ(*!*) = {i e [1 ... nxy[xn - [ci]/} (4.28)

le sous-ensemble complémentaire de I{x*).
On pose d'autre part :

V = inf {[xn - fciVi e /(xf)} (4.29)
et on note : v = min (r)F ; Vx)(v > 0) .

De la convergence de la suite (x\) vers xf, de la continuité de Fj et de
l'ensemble des résultats des paragraphes précédents on déduit :

3/C tel que Vf eI(x?)Vk>K—- (*ï)> r/F/2>-0

et donc :

On doit démontrer au préalable le résultat suivant :
LEMME4.1 : Sous les hypothèses Hl ...7/6, 3N Q > 0 V k > N 0 le problème
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Min {&o(dQ)fdo ^ eg} est non dégénéré (i.e.) :

\fj E 7 ( 4 ) = {j E [1 ... n^/ldo^ = [ck
0]j} => _ 2 (dg) > O .

Démonstration :

Par définition (3.2) de <P$9 on a à l'optimum dg (pb. complémentaire)

/jk \ rr? r s~k , jk \ . r0 T? t / Jk \ 77 ' /"Z-k\^\ _ . r\

—— \ao) = L̂  0(̂ 0 + ao) + M ^ i W ) - ^o^o)J/ ^ u

avec

et

On considère alors l'ensemble d'indices E défini par :

E = ( j e [1 ... «0]/3Z e [1 ... «j] tel que

(/i)iiy>0 et ^ ( X l * ) ^ o J . (4.30)

Par hypothèse sur ƒ J on a :

Vy e E [/?(FÎ(jcî))]y>0.

Donc par continuité de FJ et de F Ó et comme Lim d§ = 0, on a :

0 *

-(dg)>0

ce qui implique :

[dk
0]j = [ck

0]j VjeE.

A un indice j n'appartenant à F on associe l'ensemble B(j) défini par :

B(j)= {i G [l...»1]/(/i) I-.y>0} (4.31)

et donc par définition :
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mais comme le problème initial est non dégénéré :

i n f {[*!*], . - [Clyi sBQ)} =v>0

d'où par définition de CQ on obtient :

3N'>0 Vk>N'[ck
0]j^-y/2

et comme Lim dk
0 = 0 on obtient finalement :

3N>0 "ik>N [dk
0]j- [ck

0]j^O Vj£E

ce qui termine la démonstration.
On est en mesure, à présent, de démontrer le résultat suivant de

« stabilité ».

THÉORÈME 4.1 : Sous les hypothèses Hl ... 7/6, il existe un rang K à partir
duquel les contraintes saturées sont fixées définitivement :

Démonstration : Puisque chaque pas de l'algorithme comporte deux
étapes, on examine successivement chacune d'elles.

1) On considère d'abord l'étape de correction locale fine : x\ + m -> x\+ l.
On utilise la partition de l'ensemble d'indices [1 ... n{] (degrés de libertés

du problème composite) :

[1 ... nx] =JhnaUJUa avec Ju na n JUa = <f> .

P a r c o n s t r u c t i o n p o u r i d a n s Jla, [ x \ + l ] t e s t t e l q u e :

Si / appartient à ƒ(**), on a par continuité de Fl9 avec l'hypothèse H6
dFl

(xi ) >• 0 pour k suffisamment grand et donc :9*

Si i appartient à I (xf), alors comme Lim x̂  = jcf on a :
£->oo

pour k suffisamment grand [x\ + 1 \ > [cl ]( =̂> / ^ I (x\:+ l ) .
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II y a donc bien stabilisation, à partir d'un certain rang, des contraintes
saturées dans le sous-domaine raffiné.

2) On examine, à présent, la correction sur grille grossière : x\ -* x\* 1/2.
Pour cela on précise le sous-ensemble J1 na = / 0 na U Jy r.
(i.e. : les degrés de liberté dans le sous-domaine non raffiné et ceux situés

sur l'interface « grossière »).
Soit i e JQna, alors par construction [£§],• = [cj, - [x\]( et de plus

[JCI + 1 / 2 ] , = [^];- + [JQIJ car IQ est l'identité sur ce sous-domaine; mais
d'après la remarque initiale il suffit de considérer les indices i tels que
' e A>, nan I (xi)• En effet si / e / (x\) comme /(x* ) ç / (x\) pour k suffisam->, na

cj*)ment grand on a donc i G I (jcj*) (stabilisation des contraintes saturées).
Considérons donc i e I {x\) D I (jcf ) : par définition de /(xf), par con-

tinuité de Fx et l'hypothèse H6 on a: pour k suffisamment grand

(G?O) > 0 et donc [Joli = [?§],• ce qui implique i e I(x\+m) et donc la
dXi

contrainte est saturée (et le restera) à partir de ce rang.
Il ne reste plus qu'à examiner les degrés de libertés / e Jx r (i.e. ceux

situés sur l'interface « grossière »).
Comme précédemment le seul cas intéressant à étudier est :

or pour un tel indice et k suffisamment grand on a : [d^\ = [CQJ, OÙ on
rappelle que :

fcêl, = Max {[cj, - tâWVo)t,, > 0} .

On démontre alors que pour un tel ; et un tel k on a :

[AÏ+" 2] , .e / (^+ i / 2) .

En effet deux cas se présentent :

1) II existe un nœud contraint dans Jlt a => \ck^\ - 0 et donc : [x\+ m\ =
[ciX et le nœud i devient contraint et le restera.

2) II n'existe pas de nœud contraint dans Jx a : tous les nœuds connectés à
i sont dans I(x\) ; mais d'après l'étude de l'étape sur le sous-domaine
raffiné, de tels nœuds appartiennent à /(x*) et donc pour k suffisamment
grand :

Or comme Lim [x\\i = [JC*]; = [cj,- (car i e I(x*)) on obtient

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



ALGORITHMES DE TYPE F.A.C. EN OPTIMISATION 119

(le maximum ne peut être atteint qu'en /) et donc :

et

c.q.f.d.

Remarque importante :

Puisque après un nombre fini d'itérations les contraintes saturées sont
définitivement fixées, on est ramené pour la vitesse de convergence au cas
sans contrainte. Si la fonctionnelle à minimiser est quadratique, on peut
utiliser dans ce cas les résultats de McCormick sur la convergence : le facteur
de convergence est strictement inférieur à 1 et indépendant du pas
h de discrétisation. Pour une fonctionnelle non quadratique l'étude des
facteurs de convergence est en cours.
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