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UNE GENERALISATION AU CAS VECTORIEL DU PROCEDE 4° D’AITKEN ET
LES SUITES A COMPORTEMENT LINEAIRE (*)

par Hervé LE FERRAND (1).

Communiqué par P-J LAURENT

Abstract — We deal with vector sequences which behave linearly in the Nievergelt’s sense.
We prove that a generalization of the A% Attken’s process to the vector case accelerates the
convergence of the sequences which converge Al linearly

Résumé — Aprés des considérations sur les suites a comportement linéaire au sens de
Nievergelt, on montre qu’une généralisation au cas vectoriel du procédé A4° d’Aitken accélére la
convergence des suites qui convergent Al linéairement

INTRODUCTION

Dans cet article, nous nous intéressons a une généralisation au cas multi-
dimensionnel du procédé 4% & Aitken. Plus précisément, il s’agit de la
transformation correspondant 2 la deuxieme colonne de I’epsilon algorithme
vectoriel. Cette transformation est notée &,. Nous rappelons sa définition au
début du paragraphe 2. L’epsilon algorithme vectoriel a été introduit par Wynn
[10] dans les années soixante. Si ’epsilon algorithme vectoriel admet dans la
pratique de nombreuses applications [2, 3], il existe encore peu de résultats
théoriques sur ce procédé. On peut mentionner toutefois le travail récent de
Salam [9] qui a montré que cet algorithme peut s’écrire comme le rapport de
deux désignants.

Par ailleurs, Nievergelt a introduit dans [7] la notion de comportement
Iinéaire pour des suites vectorielles, notion qui généralise naturellement celle
des suites scalaires. Nous allons appliquer la transformation
€,:(S8,) > (&{”) a de telles suites. Nous ferons au préalable quelques
remarques sur cette notion. Nous démontrerons ensuite un résultat nouveau

(*) Manusciit regu le 12 décembre 1993 et sous forme révisée le 13 avril 1994
(") Laboratorre d’Analyse apphiquée et d’Optimisation UFR des Sciences et Techmques,
Umiversité de Bourgogne, BP 138, 21004 Dyon Cedex, France
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54 H LE FERRAND

d’accélération de convergence pour une large classe de suites qu1 contient des
suites vectorielles générées linéairement et des suites 1ssues de la méthode des
approximations successives pour la recherche de points fixes

Dans ce papier on travaille dans R’ Le produit scalaire canonique est noté
(,) et la norme associée || |

1. SUITES VECTORIELLES AU COMPORTEMENT LINEAIRE

1.1. Brezinski a montré dans [1] p 142-143, que la transformation ¢, accélere
la convergence des suites (S ) (S, € R”) vénfiant les hypothéses suirvantes

« 1l existe une suite ( ¢,) dans R qui converge vers zéro
(H){e1lexisteye R,y # 0,etie Rtelque 0 < i< 1
e S, —S=21"(y+e,) pour tout n a partir d’un certain rang

Les vecteurs S, — S ne sont pas nécessairement colinéaires Remarquons alors
que l’on a

hm (Sn+1_S)—;'(Sn_S)_ m l(e’l'*'l e")__
e T T ytell

On a aussi
. S,—-S
w8, = ST Iyl
La suite (S,) converge donc Al-linéairement au sens de Niervergelt, & savoir

1 (Sn-r-l_S)_An’(Sn‘S) 0
m =
no e IS, =Sl

Cependant, une suite (X, ) de R’ peut trés bien converger linéairement vers un

n

vecteur X de R’ sans que hm exaste Il suffit de considérer la suite

=X, - Xl
¥ - (cos\/r; sm\/_

) X, tend vers O,
2" 2"

1
X}1+1_§X 1

X1 - =5(cos Vn+1 —cos\/r;, sin \/n+1-sin \/r;)
\/n+1+\/f; '\/n+l—\/;z
n sin ,
2 2

'\/n+1+\/r—1 '\/n+1—\/r;
S Sin
2 2
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GENERALISATION VECTORIELLE DU PROCEDE A° D’ AITKEN 55

Or comme
Vn+1-— \/; 1
SiIn ———— = 81n s
2 2V +1+Va)
1
Xn +1 5 Xn Xn
on en déduit que Im —————=0. Cependant —— =
e X 1X, I

(cos \/r_z, sin \/r_t) n’a pas de hmite.
Pour généraliser le résultat d’accélération donné au début du paragraphe, on
va considérer la définition suivante

1.2. Définition [7]

On dira que la suite (S, ) de R? (ou C”) se comporte linéarrement vers un
pomnt S de R” (ou C”) s1.

a) 1l existe Ke N tel que Va =z K §, =S
b) 1l existe une matrice carrée A, p X p, telle que I — A soit inversible et

llm (Sn+l_S)—A(Sn—S) —

e 15, =1

0.

Remarques .

a) La suite (S,) n’est pas nécessairement convergente.

b) Soit A une matrice carrée p Xp telle que I—A soit inversible.
Considérons la suite générée de la fagon suivante :

S

n+1

=AS, +b.
S1 S est la solution du systtme X =AX + b, on a:

(S,,,-S)—A(S,-5)=0.

n+1

La suite (S,) se comporte donc A linéairement.

D’autre part, notons 4,, /lp les valeurs propres de A Supposons que I’on ait
[A> 142 -=|4]. On a alors [1] p.143: S, -S=
A(y, +e,) (y, =0 vecteur propre associé a 4,) avec e, — 0 quand
n — oo, Ceci1 vient de la décomposition spectrale de A [5]. On en déduit :

hm (Sn+ 1 —S) - il(Sn_S) —
n—> e IS, =Sl

vol 29, n° 1, 1995



56 H LE FERRAND

Sur cet exemple, on voit que la matrice A de la définition n’est pas néces-
sairement unique d’une part, et d’autre part (S, ) ne converge pas nécessai-
rement vers S (il faudrait (|4,

c) Considérons une suite (S,) vérifiant la relation suivante :

()8, .1 —S=(A+A4,)) (S, —-S8) avec nli_r)nwAn =0

(A, étant une matrice p X p). On a

(S,,,-S)-A(S,-S) S, -8
s, =Sl s, =S|l
S -S)—A(S -S
(donc) lim (Sys s ) (S, )=
no e IS, — Sl

Ainsi la suite (S, ) se comporte A-linéairement.
Réciproquement, supposons que la suite (S, ) se comporte A-linéairement vers
S. Notons u, le vecteur

(S,,1—-5S)-A(S5,—-3)
IS, — Sl
Soit (e, ..., ep) la base canonique de R?. Posons
t= (oo =sm) e (o5 =57) )
= e U, ,
" s, =Sl “ IIS Sl

AN

la matrice dont le i-i€éme vecteur colonne est <e"||S—S_||
-

>un. La suite
(A,) tend vers 0. Calculons A (S, —S5):

(e.S,—8)
A(S —-S)= e 2l =S =S| .
(S, = 5) 2} iS5, 51
Or comme S 1—S=A(S,=-S)+ IS, -S| u, on obtient

S, ,1—S=(A+A,)(S,—S). On a donc équivalence entre les deux

notions. Dans la suite nous conserverons la présentation de Nievergelt.
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GENERALISATION VECTORIELLE DU PROCEDE 4° D’ AITKEN 57

Nous allons a présent nous intéresser a une généralisation au cas vectoriel
du procédé A2 d’Aitken et montrer un résultat d’accélération de convergence
pour certaines suites 2 comportement linéaire.

2. ACCELERATION DE LA CONVERGENCE

2.1. Dans R, si y est un vecteur non nul, on note y~ ! le vecteur

()
Soit (S,) une suite d’éléments de R’, on considere la transformation sui-

vante [1, 9] :

& :(S) (&8, e =8+ (4e)!

n

(0‘\1) Aa(")= ASn+ 1 _ ASn

Lo, 01 4s,

Un calcul simple donne :

46\ = 1 4S, 17> 148, , I7 % 14°S, I

(le symbole 4 a ici la signification habituelle). On obtient ainsi 1’égalité :

65 =8, + 1428, 17 (11 48,117 4S, , | = 148, . ,11* 45,) .
On a le résultat suivant.

LEMME : Soit (S,) une suite se comportant A-linéairement vers S, on a

e -8 [ [(A-Dv, +0(1)"2A(A—1)—

1Se =sI - |* "1 120,+ o))

_lAa@-nDo +o()*
1A-1v, 70012 ”]"”"“)

S-S

(Ofl) v, =m .

vol. 29, n° 1, 1995



58 H LE FERRAND

SK+1_S Sk_"S
Preuve: On a = +0(1) Remarquons alors que
IS, — S| IS, — Sl
IS, =Sl 1S, =Sl
——  est borné { ——— < [|[A[| +1 ).
Il — Sl s, — sl
Par ailleurs,on a :
(k)
&q - S SL+1 - _2( A+1
= A S 48, | =<
RS u * 1450 5 5]
A48
— Il A4S 2 TR
” L+[” ”Sk"‘S”)
(Or) A4S, =SL+1_SL=(SL+1_S)+(S_SL)
IS, —Si IS, —Sl IS, — S
(sont) B _a-n-2=5 4 .1).
SO1 — = _N—2— 14y
IS, S| IS, — Sl
De plus
ASL+1 =SL+2_Sk+1:|ISL+1_SLI|X SL+2_S _SL+1”‘S
IS, =Sl IS, — Sl 1S, =Sl IS, =Sl IS, =Sl
SL+2_S SL+I_S
et comme =A +o0(1), on obtient-
IS, ., —SI TS, , =Sl
ASL+1 “SL+I_SL” ( k+1 >
= X| A—— +o 1 +o0o(1).
1S, - ST~ 15,-35I s, (D sn D
1S, =Sl
Puisque ————  est borné, 1l vient
S, — Sl
48, 4, =ASL+I_S_A S~ S +o(1),
IS, = Sl IS, =Sl NS
ASL+1 SL_
soit ——— =A(A-I)——— +0o(1).
IS, =S IS, =Sl

On déduit de ces différentes égalités :

2
A>S, A4S, - 4S

IS, =Sl IS, =Sl

S-S
k 2 S
=(A-1)Y——+0(1),
( ) IS, =S| (1)
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GENERALISATION VECTORIELLE DU PROCEDE A° D’ AITKEN 59

d’on
148, _ 14801718, =Sl _ [(A=D v, +o(1)|? 0
IA2S ) 4SS, S I (A—-1)v, +o(1)]?

et
148, .1l _ IACA =Dy v, +o(D)II° ( __5-S -
14280 1(A=D%v, +o(1)|? N N

On peut remarquer que toutes ces quantités sont bien définies. De plus les
quantités (1) et (2) sont bornées car :

H(A-Dv +o(D) s [A-I[+1, [A(A-D)v, +o(1)]

< [|JA(A-D)| +1

et
1 Sy -
ICA =1 v, +o(1)] 25 I(A=D ]| ?
(si B est inversible |Bx| = ||x|| = ||B™'].
(~)
&, =S
En replagant tout cela dans I’expression de —ﬁ—;—_S—ll donnée au début de la
-
preuve et on obtient le résultat du lemme. [

22.Lle cas A=Al (Ae R) avec A = 1.

On peut donner le résultat suivant.

THEOREME 1: Soit A€ R, A # 1 et soit S, une suite de R? vérifiant :
e S, # S pour k assez grand
(S, —S)Y—-4A(S5,-95) _

e Iim 0.
b= IS, =Sl
Alors on a:
I 6= 0
im =0.
ko IS =S|

Preuve : On a

m [[(A=1)v,+o(1)| =|i-1 S
—_ v = (A - U, = .
kl_,w A )L o ) |/ | I8 ”SA_S”

vol 29, n°® 1, 1995



60 H LE FERRAND

En effet
[(A=1)vll —o(1) s [(A-1)v, +o(1)|| < [[(A-1) v, |l +0(1),
so1t
[A-1|—o(1) < [[(A-1)v,+o(1)]| < |A~1|+0(1)

On montre de méme que

Jim lACA=1)v, +0o(1)| = |A(A-1)]
et

Jm [[(A=1)2 v +o(1)] = (A-1)".

Comme A = Al, on en déduit que

him
R — oo

2
[A+ IA-Do+oOI

I(A=I)v,+o(1)|

A =D +o(D)))
I(A=D?v, +o(1)]?

132 2,9 142
=<l+—§i_ii4k(l—l)———1((j_ 11)2 ()&—1))1

(A—I)]

Ains1 on obtient :

k
15" - S|

”—Sk:s—||=||0(1)vk+o(1)||=o(l). .

Conséquences :

a) S1 de plus la suite (||.S,— S| ) est bornée on a kh_r)n 6(2” =S.
b) Soit A une matrice carrée p X p telle que /—A soit inversible
Considérons la suite générée de la fagon suivante

S

n+1

=AS,+b.
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GENERALISATION VECTORIELLE DU PROCEDE A7 D’AITKEN 61
S est la solution du systeme X = AX + b. Notons 4, ..., 4, les valeurs propres
de A. Supposons que lon ait [4,|>|4,] =---=|4][. La suite (S,)
vérifie les conditions du théoréme et donc si |4,| < 1, (S,) converge vers S
et (35")) converge vers S plus rapidement que (S, ).

Remarque : Plagons-nous dans R’>. On suppose que la suite
S, =(x,y,) tend vers le point §=(x,y) de la fagon suivante :

i) x, # x pour n assez grand

.. l xn+l—x_. /1 1
11)n1_1)n“ X, — X =4(1=1)

D e S
iii) lim ——=A"(4"= 0).
n-—>eX —X
La suite (S, ) converge alors vers S Al-linéairement. Géométriquement, cela

signifie que la droite (S,, S) tend vers une direction donnée (4), ot (4) est
la droite passant par S de pente A On peut noter que I’hypothése

x -Xx
« lim 22 Z =4 (A= 1)» peut étre remplacée par
n—e X —X
. ‘xn +2 xn + 1 s ' ’ :
« ]1_r}n S X - A (A= 1)» d’apreés [4]. Donnons I’exemple suivant
n oo -

n+ 1

di & Ortloff [8] :

1 1 1
xn+ 1 =§‘xn—6yn+-r2_(xn—yn)2

1 1 1
yrt+1=_8xn+§yn+ﬁ(‘xn~y’l)2

avec (X5, y,)=(6,4) et (x,y)=(0,0). On peut voir que

X Y
+1 . .. 218
nrl_Log que lim =*=-1. Ainsi &, accélere la convergence de
n — oo Xn 2 n —> oo xn
la suite.

2.3. Donnons pour terminer, sans démonstration, un résultat d’accélération ou
la matrice A n’est pas une homothétie.

THEOREME 2 : Dans R, si une suite (S.) vérifie
n

. (S, 1 —=S)-A(S,-S) 1 -1
nlgnw ] =0 avec A= ) 1

vol. 29, n° 1, 1995
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alors

CONCLUSION

La transformation ¢&,, généralisation au cas vectoriel du procédé 4 > dAit-

ken,

fournit un excellent moyen pour accélérer la convergence des suites a

comportement Al-linéaire au sens de Nievergelt. Pour une suite qui converge
linéairement sans autre précision, on percoit que ’accélération va dépendre
des degrés des polyndmes minimaux des matrices pour lesquelles la suite se
comporte lin€airement. La notion de degré d’une telle suite a été introduite
dans [6].

Nous remercions le référé pour ses précieuses remarques.
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