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MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol. 30, n° 1, 1996, p. 1 a 38)

INDICATEURS D’ERREUR EN h - N VERSION
DES ELEMENTS SPECTRAUX (%)

par Christine BERNARDI (1)

Résumé. — Dans le cadre de la discrétisation par éléments spectraux d’une équation ellip-
tique modeéle du second ordre en dimension un ou deux, on effectue [’analyse numérique
d’indicateurs d’erreur fondés sur le résidu de I’équation. Les résultats obtenus sont optimaux en
dimension un. '

Abstract. — In the framework of the spectral element method for a model elliptic equation in
one or two dimensions, we present the numerical analysis of some error indicators, which rely
on the residual of the equation. The results are optimal in one space dimension.

INTRODUCTION

La méthode des éléments spectraux consiste a approcher la solution d’une
équation aux dérivées particlles par des fonctions polynomiales de haut degré
sur chaque élément d’une quadrangulation. Cette méthode a une extension
naturelle, la méthode d’éléments spectraux avec joints [8], ou les-hypothéses
habituelles en éléments finis sur I’intersection des frontiéres d’éléments de la
quadrangulation peuvent étre relaxées. Dans les deux cas, le parametre de
discrétisation est en général un K-uplet formé par les degrés maximaux N, des
polyndmes sur chaque élément. Toutefois, comme pour la & — p version des
éléments finis, on peut également faire intervenir dans ce parametre une
quantité A, liée au diametre des €léments : la grande différence est qu’on veut
alors étudier le cas ou ces diametres tendent vers 0, donc ou le nombre
d’éléments tend vers I’infini. Se reposent dans ce cadre les mémes problémes
qu’en éléments finis : en particulier, on sait démontrer une estimation d’erreur
a priori, permettant de déterminer le comportement asymptotique de 1’erreur
entre les solutions exacte et approchée en fonction des paramétres h, et N,
ainsi que de la régularité de la solution exacte, toutefois on ne peut pas
toujours estimer cette régularit€. On s’intéresse ici a 1’« adaptativité du
maillage », c’est-a-dire a construire un outil permettant, aprés une premiere

(*) Manuscrit regu le 3 février 1995.
(") Analyse Numérique, C.N.R.S. et Université Pierre-et-Marie-Curie, B.C. 187, 4 place
Jussieu, F-75252 Paris Cedex 05, France.
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2 Christine BERNARDI

résolution du probléme sur une décomposition grossiére, un choix de décom-
position le mieux adapté possible au probléme (la souplesse de la méthode
avec joints facilitant grandement la construction de la nouvelle décomposi-
tion).

L’outil est bien connu en éléments finis : il s’appelle indicateur d’erreur. 1l
est impossible de citer tous les articles sur ce sujet, on réfere toutefois a [1]
et [13] pour des €tudes en h — p version et a [2] pour la notion d’estimation
a posteriori. Ce que 'on se propose de faire ici est d’étendre au cas des
éléments spectraux une partie des résultats obtenus par Verfiirth [15], [16],
[17], [18] et par Bernardi, Métivet et Verfiirth [9] pour les éléments finis,
concernant des indicateurs construits a partir du résidu de 1’équation. L’ex-
tension n’est pas évidente car une €tape importante de la démonstration en
éléments finis repose sur des inégalités inverses, qui sont connues pour étre
mauvaises en méthodes spectrales, il s’agit donc de modifier la forme des
indicateurs de facon appropriée.

Toutefois, dans le cadre de la &4 — N version, deux choix de « raffinement »
sont possibles dans les domaines ol I’indicateur révéle une mauvaise conver-
gence : soit diviser le domaine de fagon a réduire le paramétre h,, soit
augmenter le degré maximal N,. L’idée pour déterminer la meilleure stratégie
est d’utiliser une décomposition spectrale de ’indicateur dans une base
appropriée de I’espace de polyndmes. L’examen du comportement des coef-
ficients permet alors de trouver le meilleur raffinement: il est en effet
préférablc d’augmenter le N, lorsque tous les coefficients sont de méme taille
et de diminuer le k, lorsque les coefficients d’ordre €levé sont petits.

Donnons d’abord la définition d’une famille d’indicateurs. On considére une
équation variationnelle elliptique posée sur un domaine £ borné :

trouver un élément u# d’un espace de Hilbert X tel que

Yve X, a(u,v)={fv), (0.1)

avec les hypothéses habituelles : a( ., . ) est une forme bilinéaire continue sur
X x X et elliptique, { .,.) désigne le produit de dualité entre X et X (on
suppose f dans X”). On considere également son approximation par éléments
spectraux :

trouver un élément u; d’un espace X; tel que

Vv, e X5, ag(us, vs)=(f,05);s, 0.2)

oll X; est un espace de fonctions dont la restriction a tout élément d’une
décomposition de 2 (dépendant de &) est un polyndme de degré élevé.
L’indice ¢ de la forme bilinéaire et du produit scalaire dans le probleme discret
vient du fait que les intégrales ont été remplacées par des formules de

quadrature. La méthode est conforme si X; est inclus dans X et non conforme
sinon.
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INDICATEURS D’ERREUR EN ELEMENTS SPECTRAUX 3

~

L’idée des indicateurs d’erreur est d’associer a chaque élément Q, de la
décomposition une quantité 7,, explicitement calculable en fonction de la
solution discréte u; et de la donnée f, telle que les propriétés suivantes soient
vérifi€es (les quantités x, et k,, sont des termes portant sur les données dont
on connait explicitement le comportement)

(i) L’erreur |ju — us|l, se majore ainsi

1
|W-MHSq(§xﬁ+ﬁ0). (0.3)
k

Cette majoration est globale mais il est bien évidemment impossible d’avoir
une inégalité locale pour un probleme de diffusion.

(i1) Chaque quantité #, est majorée par une constante c,s fois la norme de
u — ug dans I’espace des restrictions des fonctions de X a I’élément £, ou a
un « petit » voisinage de cet élément, plus le terme «,,.
On obtient une famille d’indicateurs optimale si les deux constantes c,; et
¢,s sont bornées indépendamment de & : ce sera le cas en dimension 1, mais
non en dimension supérieure.

Dans le cadre de cet article, on se limitera au cas d’une équation de Laplace
avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes en dimensions 1 et 2, il
est facile d’étendre ces résultats a la dimension 3, au cas de conditions non
homogenes, de Neumann ou mixtes, a8 des équations non linéaires ou au
probléme de Stokes en combinant les arguments présentés ici avec ceux
figurant respectivement dans [3], [9], dans [18], dans [14], [17] et dans [9],
[16]. Le domaine £ étant toujours un intervalle de R ou un polygone de
R?, on utilisera ici les espaces de Sobolev habituels H*(2), s = 0, munis
des norme et semi-norme usuelles, ainsi que 1’espace H(')(Q) et son dual
H™ '(£). On considere donc le probleme :

{— Au=f dans Q, 0.4)

u=0 sur 0902,

dont la formulation variationnelle s’écrit, lorsque la donnée f est dans
H '(Q):

trouver une fonction u de H(l)( ) telle que

Vve Hy(RQ), a(u,v)=(fv). (0.5)

vol. 30, n°® 1, 1996



4 Christine BERNARDI

Ici, { .,. ) désigne le produit de dualité entre H '(£2) et H:)(Q) tandis que
la forme a( .,. ) est définie par

a(u,v)=j grad u.grad v dx .
fe)

La discrétisation s’effectue par méthode de Galerkin, en substituant &
H(I)(Q) un espace X; de dimension finie et en remplagant les intégrales sur
chaque élément par des formules de quadrature appropriées.

L’article présente 1’étude d’indicateurs construits a partir du résidu de
I’équation, d’abord en dimension 1, puis en dimension 2 successivement pour
une méthode conforme et pour une méthode non conforme dans le cadre des
éléments a joints. L’analyse d’une décomposition spectrale de ces indicateurs
est effectuée dans chaque cas.

Remerciements : L’auteur tient a remercier E. Godlewski pour une pre-
miére et trés ancienne discussion sur la & — N version, ainsi que M. Dauge
et Y. Maday pour leurs suggestions qui lui ont permis d’améliorer cet article.

1. INDICATEURS PAR RESIDU EN DIMENSION 1

On suppose ici que 2 est un intervalle ouvert borné Ja, b[, a<b. On
introduit une suite de nombres réels g, tels que

a=agy,<a;<..<ay_;<ag=b.

On note €, l'intervalle ouvert ]a,_,,q,[,1 < k < K, et h, sa longueur.

Le probleme discret

Le parametre de discrétisation J est un K-uplet de couples (4, N, ), ol les
N, sont des entiers = 2. L’espace discret s’écrit ici :

X;={v; € Hy(RQ) ;050 € Py (2}, (1.1)

ol P, (O) est I’espace des restrictions a un intervalle ¢ des polynémes a une
variable de degré < n.

M?2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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INDICATEURS D’ERREUR EN ELEMENTS SPECTRAUX 5

Sur l’intervalle de référence A =] -1, 1[, on considére la formule de
quadrature de Gauss-Lobatto a N+ 1 points :

1 N

Vo e P,y (A1), f 1¢(C)dC=26<I>(é,’-V)pf', (1.2)

ou les é;v sont les zéros de (1 —-¢%) L%, L, étant le polyndme de Legendre
de degré N. Par translation et homothétie, on définit sur chaque €2, une formule
de Gauss-Lobatto a N, + 1 points, de nceuds é}v‘ et de poids pjv", puis on pose :

K N,

(wv);= > Ou(ff'*)v(é,'-"*)p,'-v*-

k=1j=

On note i; 'interpolé de Lagrange sur ’ensemble des nceuds 'f;vk, a valeurs
dans

Yy={v;€ H'(Q) ;050 € Py(2,)}.
La donnée f étant supposée continue sur £2, le probléme discret consiste a :
trouver une fonction u; de X; telle que
Vvse X5, as(ug,vs) = (fv,);, (1.3)
ol la forme a,( .,. ) est définie a priori par
as(ugs, vs5) = (us v5);.

Toutefois, la propriété d’exactitude de la formule de quadrature implique ici
que

Vuse X;, Vo, e X5, as(u; vs) =alug,vy) .

On en déduit immédiatement que le probléme (1.3) admet une solution unique.

vol. 30, n° 1, 1996



6 Christine BERNARDI

On obtient également que

“u - ua“yl(g)

< C( in{ Iu - vélH'(.Q) +fyi5n£_ ||f_f5"L2(Q) + "f_ i,;f"Ll(Q)) , (1.4)

Us € X5

ou X, (resp. Y;_) est I’espace obtenu en remplagant, dans la définition de
X, (resp. Y5), chaque N, par N, — 1.

Premiers résultats d’approximation

On énonce rapidement les arguments permettant une estimation optimale du
membre de droite de I’inégalité (1.4) :

(i) meilleure approximation dans H(I)(A) [6, Thm 6.2] : si 7:11\;0 désigne

I’opérateur de projection orthogonale de H(l,(/l) sur P, (4) N H(l)(/l ), on a
pour toute fonction v de H(A) N Hy(A), s = 1:

1,0 1-5
1o = 7500 e ay < N 10 iy - (1.5)

On notera simplement n,l\;ko le translaté de cet opérateur sur £2,, prolongé par
0 en-dehors de £, ;

(ii) mise a I’échelle [10, Thm 14.1]: si P, désigne un opérateur de
projection, égal a I’identité sur les polynémes de P, (A1) et tel que la norme
de id — P, de H'(A) dans H’(A), t<s, soit <cN'"*, on a pour toute
fonction v de H'(A), t<s<N+1:

I Cid = Py) (0 =0\ ) o gy S cN"‘|v|H,(A).
(1.6)

lo =Py ollyea =, ot

Cette propriété s’étend a I’opérateur n,'\; 0 par décomposition orthogonale : pour
toute fonction v de H(A)NHy(A), 1<Ss<N+1:

1,0 1-
o =7y vl groay S N 5|0 s gy - 1.7

Le remplacement des normes par des semi-normes dans le membre de droite
des deux dernieres inégalités se traduira par 1’apparition d’une puissance de
h, lorsqu’on utilisera ces inégalités sur £2, aprés translation et homothétie ;
(iii) erreur d’interpolation dans LZ(A) [6, Thm 13.4]: on a pour toute
fonction v de H'(A), s>%:
||v—~iNv]]L2(A)ScN_xllvllH“), (1.8)

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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INDICATEURS D’ERREUR EN ELEMENTS SPECTRAUX 7

ou i, désigne l'opérateur d’interpolation de Lagrange aux nceuds eV,
0<j<N, a valeurs dans P,(A).

L’idée est maintenant d’associer a toute fonction v de H 1(A) la fonction

K K
W = 2 n}Jk()_l(v - v(ak_1)(0k—1 - U(ak) ¢k) + 2 U(ak) 0., (1.9)
k=1 k=0

ot les ¢, sont des fonctions continues, affines sur chaque £,, égales a 1 en
a, et a 0 aux autres nceuds a,., k" # k. La fonction w; appartient alors a ¥ (a
X; si v est dans H(l)(Q), et on déduit des arguments précédents que, si la
restriction de la fonction v a Q, est dans H*(Q,), s, = 1,

10 = wyll g < b M N4 0] g - (1.10)

Lorsque la donnée fest dans H°(2), g > %—, la solution u# du probleme (0.4)

appartient a H”Z(Q). En utilisant (1.4), (1.8) et (1.10), on obtient la
majoration d’erreur a priori :

K
e = w5l 1y < c(}; re oM NS a) Ity »

mais ce n’est pas ce qui nous intéresse ici.

Indicateurs d’erreur

Dans le but de définir des quantités #, vérifiant (0.3), on part de I’inégalité

a(u—ug0)

IIu—u(SHHl(Q) < cues;llp (1.1D)

2 Mol

Un calcul simple montre alors que, pour tout v dans X _,

a(u—ugv)=a(u—u, v —vs) —(f,v5) + (f, V5)s,

vol. 30, n° 1, 1996



8 Christine BERNARDI

a(u-upv)= (fg(f+u;’) (x) (v =) (x) dx

- J.Q (f = i) (x) vs(x) dX>

K-1

+ 3 151 (a) (v=1,) (a).

ol les crochets désignent le saut d’une fonction en un point. L’idée est de

choisir v5; = w; donné par la formule (1.9). On note alors que le dernier terme
de I'inégalité précédente disparait, d’ou

K

a(u—uz;v)= E(IQ(iéf+ ui) (x) (v —vy) (x)dx

k=1

- J.Q (f=i5f) (x) v(x) dx) . (1.12)

Nous aurons besoin d’une propriété supplémentaire de 1’opéraeur n,lv’ °,
LEMME 1.1: Soit s un réel = 1. Pour toute fonction v de

H(A) N H(l)(A), on a la majoration

1 -
(J. (v—n;°u)2(c)(1—cz)“dg>2 < cN v
-1

woay - (113)

Démonstration : On rappelle I’équation différentielle vérifi€ée par les poly-
ndmes de Legendre L, n = 0:

((1=-)YL.Y+n(n+1)L,=0.

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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INDICATEURS D’ERREUR EN ELEMENTS SPECTRAUX 9

On écrit alors la décomposition

+ oo

+ oo
v=(1-)> a,L,, doa v'=-—> a,n(n+1)L,.

n=1 n=1

On vérifie alors que

N-1
alo=(1-)> oL,

n=1

d’ott I’on déduit

1
f (v -’00 (1=-) de =
-1

+ 00

=> oln(n+1)|L,]

n=1

2 -2 1,0 2
Ly SN =m0y -

Il suffit alors d’appliquer (1.5) pour conclure.

On voit maintenant comment définir I’indicateur d’erreur sur chaque £, :

me=Ng NG f+u)) (x—a,_ ) *(a, =) 2l g, (1.14)

Cette quantité est locale, elle se calcule aisément en fonction de la donnée f
et de la solution discréte u; De plus, on déduit de (1.11), (1.12) et du
Lemme 1.1 la premiere estimation.

THEOREME 1.2 : Il existe une constante c, indépendante de 6 telle qu’on ait
la majoration

-

K
”u - u&“ﬂ‘(g) = C](}; (W% + ”f_' iaf"il(gk))> . (115)

vol. 30, n° 1, 1996



10 Christine BERNARDI

Ceci est exactement une version optimale de 1’inégalité (0.3). L’équation de
base pour démontrer I’inégalité « inverse » s’écrit, pour toute fonction w de
HY(2):

K

K-1
Z L (isf+uz) (x) w(x) dx - ; lus] (a) w(ay)
i= " =

=a(u—u,w) —J.Q(f— isf)(x)w(x)dx. (1.16)

THEOREME 1.3 : Il existe une constante c, indépendante de ¢ telle que, pour
1 < k<K, on ait la majoration :

e < (= w5l ey + BN If = isfll 12can) - (1.17)

Démonstration : On applique 1’équation (1.16) en choisissant la fonction
w égale sur 2, a (izf+u;j)(x-a,_,)(a,—x) et nulle ailleurs:

fg(iaf'*' u;')z(X) (x—a,_,)(a,—x)dx

=a(u—ug,w) —Jlg(f—i(,f) (x) w(x)dx

< |u-— ué'H'(Qk)IWIH'(.Qk) + If = is Sl LZ(Qk)H w LX) *

On écrit
2 . 2 2 2
|w|H1(Qk) < ZJ.Q(tJf+ ug Y (x—a,_)(a,—x) dx
k

+ 2f Cisf+u ) (x) (a,+a,_,—2x) dx.
2

On utilise alors les deux inégalités inverses suivantes, que 1’on démontre en
décomposant ¢, dans la base formée par les dérivées L/ des polyndmes de
Legendre, 1l s n < N+1:

1 1
Voye Py(A), f_lwi(c) (1-%)dl < oN? f_l(pi(o(l -y de,
(1.18)

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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INDICATEURS D’ERREUR EN ELEMENTS SPECTRAUX 11

et

1

1
Yoy € Py(A), f_lwi(C)dr:Schf o (1 =E)de, (119

pour obtenir

x)l/2

. ” 1/2
|W|H‘(Qk) S NN (Gigf+uf) (x—a,_,) "(a,— 2, -

De la méme maniére, on voit que

172
)

. ” 1/2
Iwll 2oy < el Gsf+us) (x—a,_,) " (g —x PETRE

L’on en déduit

. 172 172
H(l,5f+uf;')(x—ak_1) (a,—x) ”LQ(Q‘-)
< cN,|u - ué‘H‘(.Qk) +chlf- iéflle(gk) .

11 suffit alors de multiplier par N, : pour conclure.

Remarque : Un facteur h, N,/ ! supplémentaire apparait devant le terme
I f—is £l 120, dans la majoration (1.17). Son absence dans la majoration
(1.15) vient du fait qu’on utilise de I’intégration numérique et qu’on ne sait pas
estimer la distance d’une fonction 2 son interpolée dans H™ '( £, ) mieux que
dans L2( ,). Toutefois les majorations (1.15) et (1.17) satisfont au critére
d’optimalit€¢ donné dans I’introduction. De plus, on sait calculer de fagon
explicite les constantes ¢, et c,.

Remarque : On pourrait songer a remplacer I’indicateur #, par I’indicateur
modifié :

Ae=h N7 isf+u | 2 ay - (1.20)

Si on a encore la majoration

K 1
2 .2 2
e — ug”y'(g) = C1<k21 (771\- + Ilf= l()‘f“L3(_qk))>

vol. 30, n® 1, 1996



12 Christine BERNARDI

la majoration (1.17) doit &tre remplacée par

e S (N llu — u; “Hl(Qk) +hllf = i ] LZ(Q")) ’

de sorte qu’on perd I’optimalité de la famille d’indicateurs. On va retrouver
cette difficulté en dimension 2.

Décomposition spectrale de ’indicateur

On définit sur chaque intervalle ©, les translatés des polynomes de Legen-
dre L, n=0:

L, (x) :Ln<— 1 +———2(x_hak_' )> )
k

Puis on pose, pour 1 <k<K et pour lsms<N,+1,

nkmst_'hk m_%fg(i5f+u;’)(x)L;m(x) (x—a,_,)(a,—x)dx.

NTE

Les #,,, sont, a une constante prés, les coefficients du résidu i; f + uj dans la
base formée par les L, .

THEOREME 1.4 : Il existe des constantes c'| et ¢, indépendantes de 9 telles
qu’on ait les majorations

K N+1 1
lu—usll ey < c;<2 (2 Mow + I = z;,fniz(gk)))z (1.21)
m=1

k=1
et
L(u-u,;)’(X)Lk,,,(X)dx

-1/2
k

M| < hilzN +C;hka—l”f_iéfHLz(Qk)'

J. Lim(x) dx

k

(1.22)

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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INDICATEURS D’ERREUR EN ELEMENTS SPECTRAUX 13

Démonstration : A partir de I’équation différentielle vérifiée par chaque
polyndme de Legendre, on voit que

hem(m+1)
’ ’ 2 1 sim=n,
JQLkm(x)be(x) (x—a,_,)(a,—x)dx= m+ 5
k 0 sinon.

”

1) En développant la restriction a €2, de i; f+ u dans la base formée par

les L;,,, on en déduit que

Nt (gl
”szgl %%)”zm’

et on obtient la premiére inégalité a partir du Théoreme 1.2.

2) En choisissant dans (1.16) w égal a L; (x—a,_,) (a,—x) sur
£2, et nul ailleurs, on obtient

L(i,sf+u;’) () Lip(x) (x = a_y) (@, = x) dx

k

=L(u— us) (x) (L, (x)(x—a,_,) (a,—x)) dx

—L(f— i) (x) Ly, (x) (x—a,_) (g, —x) dx.

Pour conclure, on utilise I’équation différentielle dans le premier terme et une
inégalité de Cauchy-Schwarz dans le second.

Remarque : On a en fait démontré une version locale de I’'inégalité (1.21) :

N+1

I’,i s 2 2 ’72"1'

m=1

vol. 30, n° 1, 1996



14 Christine BERNARDI

D’autre part, dans l'inégalité (1.22), le premier terme est le coefficient de
(u — u;)’ dans la base formée par les L,,, multiplié par hl >N ”2, et on
peut remplacer la norme de f~ i;f par son m-iéme coefﬁment dans la base

formée par les L;,, multiplié par la méme quantité.

2. INDICATEURS PAR RESIDU EN DIMENSION 2

On suppose dorénavant que le domaine £2 est un polygone de R* admettant
une décomposition en rectangles disjoints £, :

Q=00 e 2,nQ=0, 1<k<ksK. (2.1)

nC >

k

Pour simplifier, on suppose vérifiée la propriété d’isotropie suivante: le
rapport de la longueur de chaque élément £2, a sa largeur est borné indépen-
damment de k et de la décomposition considérée. Comme précédemment, le
parametre de discrétisation é est un K-uplet de couples (k,, N,), oit i est la
longueur du plus grand c6té de £2, et N, est un entier = 2.

Dans un premier temps, on fait en outre une hypothése de conformité
géométrique : ’intersection de deux éléments Q et .Qk, est soit vide, soit un
sommet ou un cOté entier de 2, et de Q,., 1 S k<K < K.

Le probleme discret

L’espace discret est encore défini par (1.1), ot I’'espace P, (¢) pour un
domaine @ de R? est I’espace des polyndmes de degré < n par rapport a
chaque variable. A partir de la formule de quadrature (1.2) et avec des
notations évidentes, on définit le produit discret :

K N, N,
(u,0)5= Z}_Z()}Eu(é LEMY o &R, &) pl ple.

On note encore $; l'interpolé de Lagrange aux nceuds de coordonnées
Ne gNey s
(& éj‘), a valeurs dans

Zy={v;€ LA(Q) 0,0, € Py(2,)}
(’opérateur $; est a valeurs dans Yj lorsque tous les N, sont égaux).
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Pour une donnée f continue sur €2, le probléme discret s’écrit :

trouver une fonction u; de X; telle que

Vo € X;, ay(ug ;) = (f, v,),, (2.2)

ou la forme ay( .,. ) est définie par
as(uz v;) = (grad ug, grad v;); .

Les propriétés de la forme a4( ., . ) sont bien connues, en particulier on a pour
toute fonction v; de ¥

2
Vsl i) S a5(V505) <3 |”§|ir‘(:z)-

On en déduit que le probleme (2.2) admet une solution unique.

Premiers résultats d’approximation

On a aussi bien sir I’inégalité (1.4) a condition de remplacer 1I’opérateur
i; par 3.

Par un argument de tensorisation, on démontre [6, Thm 14.2] I’analogue de
la majoration (1.8) sur le carré de référence 2 =] — 1, 1[2 ainsi qu’une
autre majoration en norme H'(Z) : si $ n désigne I’opérateur d’interpolation
de Lagrange aux nceuds (éf’, é]'."), 0 =i, j <N, a valeurs dans P,(2"), on
a pour toute fonction v dans H'(Q), s> 1:

||v—9Nv||Lz(E)ScN'SllullH,()_.)', 2.3)
et pour toute fonction v dans H'(Q), s >%:
l1-s

o= Fyvligzy SN N0l g gy - 2.4

On note aussi que 1’argument de mise a I’échelle (1.6) est encore valable en
dimension 2.

On rappelle [4, Thm 3.g.4] le résultat suivant : si " désigne un c6té fixé du
carré X, il existe un opérateur de relevement R, de P\(I") N H(l)( I') dans
P,(Z) tel que, pour tout polyndme ¢, de P, (1) N H(l)(F) :

(i) Ry @, coincide avec ¢, sur I' et s’annule sur les trois autres cotés,

(ii) on a I’estimation

” RN (ON” HY(Z) = C” ¢N” HY'Yr) " (25)
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16 Christine BERNARDI

On appelle I ,, 1 < € < L(k), les cdtés de €, qui ne sont pas contenus
dans 3€2, et on convient de noter R';';f I’opérateur de relcvement de
Py (T ) ﬁH(l)(Fk,e) dans P, (£2,) construit a partir de I’opérateur ci-
dessus.

On obtient alors facilement le résultat de base d’approximation dans X :
pour cela, on introduit 1’opérateur de projection orthogonale H;’O de
H(’,(Q) sur X;.

PROPOSITION 2.1 : Pour tous réels s, 2 1, on a pour toute fonction v de
H(])(.Q) dont la restriction a Q, est dans H*(,), la majoration :

K
1,0 inf{s,— 1, N, 11—y
o = 00l oy < ¢ RPN o) w0 26)
k=1

Démonstration : On suppose ici tous les s, supérieurs a %, le résultat général
s’en déduisant par un argument d’interpolation. On pose alors :

L(k)
vy;=9,v + > <,”_2] O 1 e RE((F50) 10— ($50)10), 2D

<k=k’

ol le coefficient o ., est égal a 1 lorsque ﬁk et Ek,partagent un coté I , et
que N, est soit > N,., soit égal 4 N,, avec k < k', et nul dans tous les autres
cas. On vérifie facilement que v, appartient & X, et on déduit de (2.5) la
majoration

1

K
1,0 2 2
lv— I vllH.(Q) < cfv - v5|H.(Q) < C(; v - S)év[Hl(Qk))

La propriété (2.4) de ’opérateur d’interpolation permet alors de conclure.
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Lorsque la solution u du probleme (0.4) est telle que sa restriction a 2, est
dans H*(Q,), s, = 1, et la donnée f telle que sa restriction a €, est dans

H’(£,), 0,> 1, on déduit de (1.4) et de ce qui précéde la majoration
d’erreur a priori :

K
inf{s, =1, N, 1—5,
= usll ey < C’; (hgt M ol gxcayy

+ hiknf{ak, N.+1} NL- Uk”f” H”k(Qk)) . (2.8)

Indicateurs d’erreur

Pour toute fonction v continuement dérivable sur les deux rectangles
contenant I, , dans leur fronti¢re, [, v] désigne le saut de la dérivée normale
de v a travers I, , (on ne précisera pas le signe). Au vu des résultats obtenus
en dimension 1, on introduit sur chaque rectangle €2, la fonction d,, produit
des distances aux quatre cdtés, et sur chaque coté I, , la fonction d, ,, produit
des distances aux deux extrémités. Puis on pose, pour un parametre o,
O0sasl,

my =t N I+ Aug) di P g,

L(k)
+%h,{,/2_°N,‘_ sup{l/Z,a}ezl 1o, u;] d:,/eanz(r“)‘ 2.9)

Bien siir, les choix les plus naturels pour « sont O et 1. On va toutefois établir
les majorations pour toutes les valeurs de «, de fagon & optimiser le choix de
I’indicateur.

Remarque : Lorsque « est nul, on peut remplacer les intégrales figurant
dans la définition de 172 par la formule de quadrature, 1’indicateur ainsi modifié
étant équivalent au précédent. Le probleme discret (2.2) impliquant des
équations de collocation aux nceuds (éf.v", C]'f"'), 1 <i j< N-1, internes
a chaque €,, on note alors que seuls des termes sur les bords des £,
interviennent dans I’indicateur modifié. Lorsque « est positif, pour faciliter le
calcul des #;, on peut également remplacer chaque intégrale pour I’analogue
par translation et homothétie de la mesure (1 — e )* d{ par une formule de
Gauss-Lobatto appropriée, cela oblige toutefois a réinterpoler la solution
discrete et la donnée sur de nouvelles grilles.
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Pour établir les propriétés de cet indicateur en fonction de «, on aura besoin
de propriétés fines de I’opérateur ]7;’ ° On commence par un résultat de
dualité, pour lequel on utilisera la notation suivante : pour toute fonction g de
H™ '(£2), on désigne par T(g) la solution w du probléme

— dw=g dans 2,
(2.10)

w=0 sur 082 .

PROPOSITION 2.2 : On a pour toute fonction v de H(I)(Q) la majoration :

K
o =TT ° vl 2y < c(Erk hN; '> lo = I3 0l gy (2.1D)
k=1

avec

{sup {1, (h, N B(log Nk)”z} si 2, contientun coinnonconvexede (2,
X =

1 sinon.

Démonstration : L’argument de dualité s’écrit :

j (v-11,°%0) (x) g(x) dx
[o]

1,0
o= IT"°0],2 0 = su
d L QEL}()Q) ||g“L2(Q)

a(v~11;°v,7(g))

su
gc LX) llg|

E]

L)

d’ou la majoration :

ITCg) = wsll

0 1,0 . (2)
lv =110, 200, < |V =110, su inf

s ey S | s |H(Q)gEL;I()Q)WdGXJ ol o

1) Lorsque l'ouvert £ est convexe, la fonction 7(g) appartient a
H*(2) et on déduit immédiatement la majoradion cherchée de la Proposi-
tion 2.1.

2) Lorsque 'ouvert 2 n’est pas convexe, on écrit (¢f. [11]) la solution
T(g) comme somme d’une fonction de H*( ) et de singularités S a support
contenu dans un petit voisinage de coins non convexes, se comportant comme

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



INDICATEURS D’ERREUR EN ELEMENTS SPECTRAUX 19

la distance a ces coins a la puissance % Chaque fonction w étant envoyée par

une transformation affine par morceaux sur une fonction W définie sur le
domaine de référence A union de trois carrés, on sait alors [5, Prop. 10] que

3
: &_ & L < -4/3 1/2
S;gfxé IS Sau,,l(A)\cjzleki (logN,)'"*,

ou £, , £, et £, sont les trois rectangles contenant le coin non convexe. On
conclut en observant que :

. 2/35 . & &
s,,lggq, IS = S5l sy < e(, 21}23hk/ )s,,lgg(‘, 15 =S5l ma)

et que le rapport d’un hk,- a ’autre est borné indépendamment de la décom-
position.

Une version plus fine de ce résultat nécessite des propriétés de régularité de
la solution du probléme (2.10) avec un second membre moins régulier. On
note d la fonction égale a d, sur chaque £,. On introduit sur chaque €,
I’espace de Sobolev H;’( £,), pour tout entier positif m et > — 1, constitué
des fonctions dont toutes les dérivées partielles jusqu’a I’ordre m appartiennent

N

a

?

LY 2,) =4 v: 2, > Rmesurable ; L v?(x) df(x) dx < + oo

on le munit des norme et semi-norme correspondantes. On utilisera également
les espaces H;'(A) des fonctions qui appartiennent, ainsi que leurs dérivées
jusqu’a l’ordre m, a

1

L;(A): (p:A—)Rmesurable;f (p2(C)(l—Cz)ﬂdC<+oo ,
-1

et les espaces intermédiaires H;,(A ), s réel positif, construits par interpolation
hilbertienne.

LEMME 2.3 : Soit f§ un paramétre, 0 < i< % Pour toute fonction g de
LZ(Q), la restriction a Q,, 1 < k < K, de la solution T( gd_ﬂlz) :

— (i) appartient a H;( Q,) lorsque Q, ne contient aucun coin non convexe
de 2,
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— (i1) est la somme d’une fonction de H;( Q,) et d’une ou plusieurs

fonctions, se comportant chacune comme la puissance 3 de la distance a un
coin non convexe de Q contenu dans £2,, sinon.

Démonstration : On remarque d’ abord que la restriction gd, B2 e la
fonction gd_/”2 a £, appartenant a p(Q ), la fonction T(gd ~ /3/2) est
encore définie de facon unique dans HO(Q). D’autre part, le résultat est
démontré dans [6, Thm 18.14] lorsque le domaine 2 est un seul rectangle (il
est également vrai lorsque les conditions aux limites de Dirichlet sont rem-
placées par des conditions aux limites de Neumann). L’idée est alors d’in-
troduire une fonction de troncature réguliere x, a valeurs entre O et 1, et de
poser : w=yT(gd™ £ /2), de sorte que Aw appartient a chaque LE(.Q ).

1) Dans le cas ou le support de x est contenu dans un seul Q,,

A(XT(gd b ) appartient 2a L? (2,), donc xT(gd~ B ) appartient 2
H* ().

2) Dans le cas ot le support de x intersecte la frontiere I', , de deux ouverts
2, et ©,. (mais non ses extrémités) et est inclus dans Q, L I“,L Y2,
utlhse l’argument suivant : on suppose, sans restriction, que F ¢, est contenu
dans I’axe y=0; la fonction

w(x,y) —w(x,—y) (resp. (w(x,y)+w(x,-y))

a son laplacien dans L;( Q,), ot Q, est I'intersection de €, et du symétrique
de €, par rapport a I'axe y=0; de plus, elle vérific des conditions de
Dirichlet (resp. de Neumann) homogenes sur GQA ; elle appartient donc 2

ﬂ( £2,), et il en est de méme pour la fonction w.

3) Dans le cas ou le support de y contient un coin commun a quatre £2,, on
utilise exactement le méme argument en considérant sur un des £2,, la somme
de la fonction w sur les trois autres domaines, affectée des signes appropriés.

4) Lorsque le support de y intersecte la frontiere de 0€2, on utilise la
technique de [12], en particulier pour identifier les fonctions singulieres au
voisinage des coins non convexes.

LEMME 2.4 : Soit f un paramétre, 0 < < % On a pour toute fonction
U de H;(Z) la majoration :

B_
v —Fyvllgsy S cN2 HUHH(Z) 2.12)

Démonstration : Grace a I'inégalité de Poincaré-Friedrichs, il suffit de

majorer les quantités ||a, (v - et méme
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I’'une d’entre elles par raison de symétrie. On rappelle que 1’opérateur $,, est

égal a t(") oil)?, ou i et 15\,’) sont les opérateurs d’interpolation appliqués dans

chaque direction. De la stabilité de 1’opérateur lN) dans H' (A) (voir [6,
(13.27)]), on déduit que

19,00 =y )l 2 xy < 10,00 =i V)l 2 ry +clla, v =i 0,01 125y -

On va majorer successivement chacun de ces deux termes.

1) On pose, avec les m&€mes notations que précédemment,
v (%, y) = v(=1,) +f (ng2,(8,0) (., ¥)) (1) dr.
-1

En utilisant encore une fois la stabilité de ifvx), on obtient

o (v—i <cla,v—m,

On rappelle [6, Rem. 6.3] la majoration, pour toute fonction ¢ de H (A ) avec
0<r<sy,

1o =7y @lay < N 1@l bz sy - (2.13)
On en déduit alors

o (v - < NP2, Ol

B3 a1y -

Comme f est <1 —g, on obtient la majoration cherchée a partir de
I’inclusion de H(.Q) dans 2 ﬂ/Z(A H’“z(/l)), donc dans
Hj™ Br2c 4, L3 A)) (VOlr [6, Thm 18. 2])

2) Pour majorer le second terme, on utilise I’estimation de stabilité, vraie

pour toute fonction ¢ de H/(A) s’annulant en * 1, r > l, (voir [6, (13.2D)]):

lliN¢IIL3(A) S C( ”(”"LZ(A)'*'N- '-|W||H;(,,)) .
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La fonction v étant continue sur ', on introduit ici les fonctions

w(x,y) =v(x,y)—-v(x,— I)I—EY_U(X,.;_l)l_;Y

L; L’
wl(vy)(x,y) =70 w(x,y) + n](v”) w(x,—1) (- I)N_1<N(1A\,/(-i)-))1) - N(N&lfyl))

L L
+ 70 wix, + 1) (N(j’(,(f)l ) +N(”A‘,‘_(y1)) .

La fonction w appartient a H (4 H /l,'ﬁ "2(4) ), avec sa norme bornée par
une constante fois celle de v. D’autre part, on peut facilement vérifier que

L', ,.est <n*! et on déduit de ce qui précede que
nllH(A) q P q

(y) .

lo,v—i{ 3,0l 2z =l dow—i)0a wl L5
<c(llo,w-n’a, wl
= C XW 7ZN XW LZ(Z)

- o)
+NT8,w—ny" a Wil 24wy

+N 77 8 wix, £1)]

L2(A))-

On utilise alors (2.13), avec s=1 —ﬁ, pour majorer les deux premiers
3 )

+ oo

termes. Pour le dernier, on note que pour toute fonction ¢ = > ¢, L, dans
n=0
H(A), s<l]1,
N N n+% l2 + oo s(n+1)x %‘-
R

aye( 1) < 2 |o,| < L P 1
| N I )g()l | 12)”(’14‘1) ,;) n+%

1—s
sCN éll(p”Hi(A)s

ce qui donne le résultat cherché.

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



INDICATEURS D’ERREUR EN ELEMENTS SPECTRAUX 23

PROPOSITION 2.5: Soit f un paramétre, O</f’<—. On a pour toute
fonction v de Ho(.Q) la majoration :

K
10 /2 1—2 2-1
ICo = 23 0)d™ 2 g < c(kz PNE2) o = 5% 0 gy »

2.19
avec
2B-1/3 - B/2-1/3 1/2
e sup {1, h, N, (log N,)' "7}
R
si £, contient un coin non convexe de £,
sinon.
Démonstration : Comme précédemment, on a la majoration
1 0 /2
I(v =130y d™ P2 2y
17Cgd ™ *"%) = wyll o)
< |v -1y %v| su
= I o H'\(2) 'p_Q w, EX ” ” 5
geL(Q) W€ % g L)

1) On suppose tout d’abord I’ouvert £2 convexe. On choisit, comme dans
la démonstration de la Proposition 2.1,

L(k)
wy=9,T(gd #'?)+ S S oy REN(I,T(gd ")),

1<sk=K<sKe€=1

— (35 T(gd™ ")) o), (215)

et on obtient le résultat désiré, a partir de la majoration améliorée du
Lemme 2.4.

2) Lorsque I’ouvert £2 n’est pas convexe, on écrit la solution 7(gd ~ £y sous
la forme d’une partie réguliere pour laquelle on utilise 1’approximation (2.15)
et de fonctions singuliéres au voisinage des coins non convexes auxquelles on
applique les mémes arguments que dans la démonstration de la Proposi-
tion 2.2. On en déduit encore le résultat désiré.

vol. 30, n° 1, 1996



24 Christine BERNARDI

On introduit ici le « squelette » & de la décomposition :

K L(k)
=9 Y

(2.16)

-~

COROLLAIRE 2.6 : On a pour toute fonction v de H(l)(.Q) la majoration :

K
1
v —n;-°u||Lz(y) < c<2 T, h N, ‘)zuu—n;"’vu,,l(g). (2.17)
k=1

Démonstration : On note ¢ la trace de v — IT;° v sur &. 1l est facile de
vérifier, par passage au carré de référence X, I’existence d’une fonction w de
H(l)(Q) dont la restriction w, a chaque £, a sa dérivée normale (extérieure a
Q,) égale a ¢, appartient a H*( Q,) et vérifie

Welrcay < €O 10 =TI °00] gy + [0 = T30 0] 1) - (2:18)

(en effet, les conditions de compatibilité aux coins des €2, [4, Thm 2.d.9] ne
font intervenir que les dérivées premieres de w, on peut donc rendre la fonction
w continue sur Q) Toutefois, lorsque Q contient un coin non convexe de
£, on utilisera de préférence la maJoratlon suivante, vraie dans 1’union 4 des
trois rectangles contenant ce coin :

1,0
IWla2cay S € 0= V] 40

.

de facon a éviter I’éventuelle perte de convergence due aux 7,. On a alors

fy(v—n(;’ov)(r)w(r)dz':%ZLQ(v - 1y°%v) (t) (8, w,) (7) de

k=1

K
:%Zf (grad (v - IT;°v) . grad (w, - IT;° w,)
=

+(v—-1T;°0) (x) (Aw,) (x)) dx

~

1 1,0 1,0
<5 E_: V=115 o | Wi = TI5" Wil iy
1,0
+ v = I v“ﬁ(m)“”k'HZ(Qk)'
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On peut alors conclure en utilisant les Propositions 2.1 et 2.2.

COROLLAIRE 2.7 : Soit  un paramétre, 0<[)’<l. On a pour toute
fonction v de HO(.Q) la majoration :

K L(k) 1

-0 B2 2 2
EEH(U_ U)d H[}(r“) =

k=1¢

K
<\ Xan MNP 2o 0l (219

k=

Démonstration : Elle repose sur les mémes arguments que la démonstration
précédente : en cffet, il est également prouvé dans [4, Thm 2.d.2] qu’il existe
une fonction w de HO(.Q) dont la restriction wk a chaque Q, a sa dérivée
normale égale a (v — 17; vyd; k. e , appartient a ﬁ( Q) et venﬁe

-1 1,0 1,0
|Wk‘H};(Qk)SC(hk v — 1T vlle(Qk)+|v—H5 v|Hl(Qk)), (2.20)

avec la méme modification que précédemment si £, contient un coin non
convexe de .

On est maintenant en mesure de démontrer la premiére inégalité concernant
la famille d’indicateurs introduits en (2.9). Pour cela, on définit les sous-
domaines 4,, 1 < k < K, comme Dintérieur de Il'union des 5}( dont
I’intersection avec 5,( est non vide (il y en a au plus 9) ; on note aussi N, _ le
plus petit des N,, pour £, inclus dans 4, et 4, _ le quotient de N, par N, _

THEOREME 2.8 : Soit a un paramétre, 0 < a < 1. Lorsque a est < %, il
existe une constante c, indépendante de 0 telle qu’on ait la majoration

K
lu — u(snyl(g) SXA! ];((T:_ }‘k— NZ/2WZ)2+ If- ‘g}()‘f"iz(gk)) 2 , (2.21)
avec

Ta _ {sup{1,h:a_”3N;_a/2_”3(10g Nk_ )]/2}
e =
1

si 4, contient un coin non convexe de £,
sinon.
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Lorsque o est = l, il existe pour tout € > 0, une constante c, indépendante
de 0 telle qu’on ait la majoration

K 1
3 . 5
| — u,s“y‘(g) = ¢ 2 ((Ak_ Nza+a 4’7k)2+ ||f—9(sfﬂiz(gk)) 2 . (2.22)
k=1

Démonstration : Soit  un réel quelconque, 0 < f < % Comme dans le cas
de la dimension 1, on calcule

a(u—u; V)
o —usll gy <c sup ——/————
sTH(2) veH?}()Q) |v|H‘(Q)

On écrit alors que, pour tout v; dans X;_ (avec la méme notation qu’en
dimension 1)

K
a(u—u,v)= 2 J grad (u — uy) . grad (v — v;) dx
k=1

2,

+J.Q(f~ I51) (x) vy(x)dx
K
=k§_:1 L(yéﬂ Aug) (x) (v =) (x) dx

+ J.Q (f = 950 (x) v(x) dx

L(k)

+2J. an(u_ué)(t)(v_vé)(f)df
=1,
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L’idée de localisation est la suivante : on introduit une partition de ’unité par
des fonctions y, continuement dérivables sur £ a valeurs dans [0, 1] et a
support contenu dans 4,. Puis on choisit

K
=2H;:2('/’kv)’
=

ou Ha . désigne l’operateur de projection orthogonale de H (A ) sur le

sous-espace de HO( 4,) formé de restrictions de fonctions de X;. On obtient
alors

K

a(u—u{;,l))ﬁ 2(”(§5f+Au5)dﬂ/2"L(Q‘) ”(D va ﬂlz)”L(g)

k=1

L(k)
1 -
1= 3afll oy + 3 2 110,1] & g 10 = v5) df P72 rm) :

On déduit le résultat cherché, pour a=p, de la Proposition 2.5 et du
Corollaire 2.7 (en notant que, si £, est inclus dans 4,, le rapport de A, 2
h, est majoré et minoré indépendamment de la décomposition). Lorsque a est
= %, on utilise I’analogue a poids de I’inégalité (1.19), vraie pour tout
y>-1,

1

1
Voye Py(4), f lfﬂi/(()(l -3yd < chf lq)lzv(c) (1-2y*'ar,
i ) (2.23)

dans chaque direction pour le premier terme de #; et dans la direction
tangentielle a chaque I, , pour le second, de fagon a majorer ;7/3 en fonction

de #, ; on prend finalement f égal a %_.%

Supposons pour simplifier que le rapport A, _ est borné indépendamment de
k et de 6. Lorsque ’ouvert £2 est convexe, les a,‘(i sont égaux a 1, de sorte
qu’on a donc obtenu une majoration optimale pour I’indicateur 172 (la démons-
tration étant d’ailleurs beaucoup plus simple que pour les autres valeurs de
a). Ceci est encore vrai lorsque l'ouvert € est non convexe si les N,
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correspondant a des sous-domaines {2, contenant un coin non convexe de

Q sont suffisamment grands par rapport a /,. La majoration n’est plus optimale
g p PP X Y p p

pour « > 05: en particulier, pour @ =1, on perd une puissance de N, de

I’ordre de 1

Pour démontrer 1'inégalité réciproque, on s’appuie encore sur une formule
analogue a (1.16), vraie pour toute fonction w de H“)(Q) (on note que la
solution u du probléme (0.4) a sa trace normale continue a travers les cOtés des
2, contenus dans &) :

L(k)

K
> (fgk(95f+ Aug) (x) w(x)dx—% > ffk,,[a" u;] (1) W(‘E)dr)

£=1 =1
=a(u—u;w) —J.Q(f— $; 1) (x)w(x)dx. (2.24)

Ici, pour 1 <k <K, on note w, l'union des sous-domaines £, qui
partagent au moins un cOté avec Q,, N, le plus grand des N, tels que
£2,. soit contenu dans w, et 4, le rapport de N,, a N,.

THEOREME 2.9 : Soit a un paramétre, 0 < a < 1. Lorsque o est > l, il

existe pour tout € >0, une constante c, indépendante de 6 telle que, pour
1 <k=<K, on ait la majoration :

My < ey A (NG = gl oy + NG 1= B £l 12gwy) (2:25)

(cette estimation est vraie avec € =0 pour a <1). Lorsque a est < l, il
existe pour tout € >0, une constante c., indépendante de ¢ telle que, pour
1 <k<K, on ait la majoration :

3/2+e-2 2e-2
Mo < €3 A (NG = 5l oy + B N0 = 951

o) - (2:26)

Démonstration : On majore successivement les deux termes de #;.

1) Soit f# un réel >l. On choisit dans (2.24) la fonction w égale a
($sf+ Auy) df sur £, et nulle ailleurs, ce qui donne

B2,
1(Fsf+ Aus) dy” "Nz, < |u— u&'H‘(Qk) IWIH‘(Q;.)

+ ”f— ggf”ﬁ(gk)llwl

L)
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On calcule le gradient de la fonction w ; puis on combine I’inégalité inverse
(1.18) avec l’inégalité standard [6, Thm 5.1]}

1

1
Voye Py(A4), f_lwéf(é)dé < N f_lwﬁ(é)dc,

pour obtenir
: 2 25\2
Voye Py(4), f o (O (1 =07 dl
-1

1
< cN“‘“’f o) (1=D%ds (227
-1
on utilise alors I'inégalité précédente ainsi que (2.23) pour déduire

/2 20-1 ay2—
I (Ssf+ Auy) di 2|l 2oy < chy” PN Plu— ) 1

+ PN = 95 fl gay - (228)

Lorsque « est > lz, on prend f=a et on conclut en multipliant par

h,"2*N,'. Pour traiter le cas a < 15 on prend ﬂ=%+8 et on utilise

encore une fois I’inégalité (2.23) dans chaque direction, ce qui donne :

/2
”(g’of'*' Aua)d: "L?(gk)
2a-1 5/24+¢e-2a r12a a7l +2e-2a
< chy N; |u—u6|Hl(Qk)+chk N, Hf—fPJfHLz(Qk),
puis on multiplie par hi’z"‘ N

2) Soit de nouveau f un réel, %< B < 1. En supposant par exemple que
I, , est parallele a I'axe des x et que I, , est également un cdté I, . de
.., on utilise (2.24) avec :

w(x,y) =5 18,151 (x) d (x) 9, (),

ol ¢, , est une fonction continue égale a 1 sur 'ordonnée de I ,, définie
séparément sur 2, et Q,, par homothétie dans chaque direction et translation
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a partir de fonctions ¢, et ¢, sur ] —1,1[. On observe alors que
o, us] df,/f i:( o s majore par une constante fois la somme des cing

termes suivants et de leurs analogues sur €,.:

I(Ssf+ Aug) di' Nl oo 118, 1) dit o di P2 0,

L)
e — Io,.[0,us] di I
sl 2ol 0L 0, Us] G ¢ Pr ell L2,
- 118, us] do7' dy o 0yl
|u “(5|H'(gk)l allsl Qo Ao Prell L2y
i = t45] 10 I [0, 5] A5 0% el 12
5|11 (20 alsl Gp e Pr el L2
1f = $5 1 2o 1 [0, 151 dh oIl 2,y
On évalue successivement ces termes, en particulier le second par I’'inégalité

inverse (2.27), et on obtient ainsi que || [, us] df’/ez I .2( 1, . S€ Majore par une
constante fois la somme des quantités

RPN, 7+ Auy) dP 2 g o1 = ) P72

L3(-1,1)

-1/2

B 2-8 B=1/2)
|u - ualyl(gk)(hk Nk Il (Pk” L3~ 1,1) + hk ||(.0L|| L~ 1,1))

hf+]/2||f_ jaf”Lz(Qk)" ¢klIL2(_ 1,1)°

plus son analogue sur £2,,. On utilise bien s@r (2.28) pour majorer le premier
terme, la somme précédente est alors inférieure a

clu— 5| oy (e N g (1 =Y 2 ey

-1/2
+ 1 2l e 1y)

’ 2 2\— f/2
+ TP = S5 fl ol o1 = EY P20 1y -

Puis on choisit ¢, égal a

(_ 1)Nk LI,Vk+l _ LI,Vk
. (N, +1)(N,+2) NN +1))

de sorte que la quantité ci-dessus se majore par

p-1/2 s B172 -1
ch), Nklu—uélHl(Qk)+chk N Ilf—.?(,flILz(Qk).
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Dans le cas o a est > 1 et <1, on prend f=cw, on multiplie par
h,'?” %N, * et on compare avec (2.28) pour obtenir une majoration de #°.

1 : 2. N -
Pour a =1, on conclut en observant que chaque 7, est inférieur a 77,{, £

Lorsque « est < —1-, on utilise encore !’inégalité (2.23) pour obtenir la
majoration (2.26).

Remarque : Dans les deux Théorémes 2.8 et 2.9, en supposant tous les
N, bornés, on retrouve les majorations optimales de 1la méthode des éléments
finis (voir [9], [18]).

Comme annoncé, et en dépit de I’introduction des poids d;’f”, les majora-
tions (2.25) et (2.26) ne sont pas optimales. Pour I’instant, on ne sait pas
comment remédier a cet inconvénient, di aux mauvaises inégalités inverses en
méthodes spectrales. Le tableau suivant indique le comportement des cons-
tantes ¢z et c,; mesurant le défaut d’optimalité des indicateurs #,, ainsi que
de leur produit, pour a =0, % et 1 lorsque tous les entiers N, sont supposés

équivalents 2 un méme entier N et les 7, sont bornés (de plus, on néglige les
N%).

Constante c, ; Constante c,; Produit ¢, 5 ¢, 4
a=0 1 N3/? N3/2
a=1/2 N4 N2 N34
a=1 N3/4 1 N34

Comme !’indique ce tableau, on s’assure plus facilement de la convergence
de la méthode en calculant les ;72, toutefois les 172,/2 fournissent vraisembla-
blement une meilleure évaluation de I’erreur locale.

Décomposition spectrale de I’indicateur

Les polynémes de Legendre sont orthogonaux sur l’intervalle ] — 1, 1[
pour la mesure de Lebesgue d{, leurs dérivées le sont pour la mesure
(1- Cz) d{. Toutefois, au vu des poids d}, on introduit les polyndmes de
Jacobi J,, deux a deux orthogonaux sur Dintervalle ] —1,1[ pour la

mesure (1 —)*d et vérifiant de facon standard :
JX(D)=TI'(n+a+1)/n!'I(a+1)

pour la fonction I” d’Euler. Avec cette condition, on sait que

’

1
< sf O Q-)d < (2.29)

n+% 1

n+2
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Par translation et homothétie des J7({), on définit les polyndmes J, (x) et
Jo(y) sur Q,. Sur les cotés I i e on définit le polyndme Jremn 9éfini par
translation et homothétie & partir du polyndéme J, si I % ¢ €st parallele a I"axe
des x, du polynéme J: si T, % ¢ €st parallele a I’axe des y ; on prend p, égal a
m dans le premier cas, a n dans le second.

Puis on pose, pour ! <k <K et pour 0 <m, n<N,:

1

= N7 (m LY 447

J‘Q(.S"(sf+ Aug) (x,y) Jo(x) Jo(y) di(x,y)dxdy (2.30)

L(k) 1
+ b PN S (s %)ZI (9, 4] (2) I (T) d (T) d1 .
=1 Tie

Pour tout w; polyndme de degré < N sur £, ou sur [, ,, on déduit de (2.29)
les formules :

/2 - 2a-1
lwsd; "l Loy < chy

m=0n=0

N N 2\ 1
(2 S(m+1)(n+3) <J‘Qwé(x,y)J:‘m(x)le(y)d:(x,y)dxdy> >2

al/2

lwsd, Al

N N
(Eo(pﬁ%) <L ws(T) Jpp(T) di T) dr) >2.
Pe= ke

On a par conséquent ’inégalité

” LXTo) s Ch;

m=0n=0

Niew Ny 2\ 1
a o 2
0y < c1k<2 > (M) > . (2.31)
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Ceci permet de majorer I'erreur ||u — u;]| H'(o)y €n fonction des Moo €L de
If— 95l 2oy grace au Théoréme 2.8.
Pour €énoncer le dernier résultat, on écrit la distance d,(x, y) sur £, comme

produit d’une distance d,(x) dans la direction des x et d’une distance
d,(y) dans celle des y.

- PROPOSITION 2.10: Soit « un paramétre, 0 < a < 1. Il existe une
constante c;, indépendante de 0 telles qu’on ait la majoration

L(S%f+ Aug) (x,9) T3, (x) T (y) di(x, y) dx dy

< h(m+1) f 3, (u =) (x,y) Jg oy () To(3) di ™ (x) di(y) dx dy

k

+hn+1) f 8,(u—uy) (x,y) I, (X) T3 L (3) di(x) d™ () dx dy

+c;h:“+1(m+%) 1(n+1) 2= flirmy - (232)

Démonstration : On utilise la formule (2.24) en prenant w égal a

Jo{x) T3 (y)di(x,y). On conclut en utilisant les propriétés suivantes des
polyndmes de Jacobi [6, § 19] :

(JE(1 =YY = =2 (U2 Y (1 = )"
=-2n+1)Jy (1),

et une inégalité de Cauchy-Schwarz pour le dernier terme.

On peut regarder le second terme de 7,  comme le coefficient, 2 une
constante prés, de I'erreur [d,(u — u;)] dans la base formée par les J,, . Par
conséquent, la Proposition 2.10 énonce une propriété de localisation simulta-
née dans les espaces physique et spectral : la quantité #;  représente un
coefficient, essentiellement du méme ordre (m, n), dans des bases orthogo-
nales de polyndmes de I’erreur sur £2,, plus un coefficient d’ordre m ou n de
cette erreur sur les cotés de 2,. Méme si ces bases sont un peu compliquées,
le comportement de ces coefficients est un bon indice pour déterminer s’il est
préférable de découper le domaine €2, ou d’augmenter le N,.
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Remarque : La propriété de localisation simultanée semble fausse pour
«a = 0. Toutefois, dans ce cas, en prenant dans (2.24) w égal a

(Liy, = L jv2) (2) (L, = Ly ji2) ()

on obtient une majoration similaire a (2.32) pour m=n=N,.

Extension a la méthode d’éléments avec joints

Dans ce paragraphe, on considere encore une décomposition du domaine
Q en rectangles Q,, toutefois on relaxe I’hypothese faite sur I’intersection de
deux €léments £, et £,.: on se contente de supposer que la frontiere 982 est
I’union de co6tés entiers des £2,. On note alors A, , le sup des h,, pour tous les
éléments 2, contenus dans 4, c’est-a-dire dont la frontitre intersecte 482, (le

h,
nombre de ces €léments est ici indéterminé) et u, le rapport —}:—J' On introduit

. . N k . ~
aussi I’ensemble ¥~ formé par les coins des £, qui n’appartiennent pas 2
a92.

Remarque : La non conformité de la décomposition rend 1’adaptativité de
maillage treés facile, puisqu’il suffit de découper les éléments devant &tre
raffinés sans modifier leurs voisins ; ainsi, ’augmentation du nombre de
degrés de liberté est minimal par rapport a l'efficacit€ du raffinement. On
réfere a [7] pour I’application analogue de la méthode avec joints en éléments
finis.

On décompose le squelette & en une union de cdtés disjoints
Ym = L i(m), em) d€ rectangle €, .. L’espace discret X;; est alors défini comme
I’espace des fonctions vy :

(i) dont la restriction a chaque £, 1 < k < K, appartient a P, (Q2,),

(ii) qui s’annulent sur 9£2,

(iii) qui vérifient sur chaque I ,, 1 <ks<K, 1s¢€<L(k),

Vye Py _ (I o), J.r (10, — 0) (1) de =0, (2.33)

ou la fonction joint ¢ est définie sur le squelette comme coincidant avec la
trace de v 51 2ucmy ST chaque 7y,

Bien entendu, cet espace n’est en général pas inclus dans H "(Q2).

Avec cette nouvelle définition de I’espace X, on peut encore donner un sens
au probleme discret (2.2). On réfere a [8] pour le résultat suivant : si chaque

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



INDICATEURS D’ERREUR EN ELEMENTS SPECTRAUX 35

N, est supérieur au cardinal de ¥" NI, , pour 1 < ¢ < L(k), ce probleéme
admet une solution unique u;. En ce qui concerne la majoration d’erreur, on
doit maintenant travailler avec la norme brisée :

K
1
"v"H'(UQ‘,) = <k§-:l ”vuip(gk))?‘- (2.34)

Un argument similaire a celui de [7, Prop. 2.1] permettant de prouver que la
constante d’ellipticité du probléme discret est bornée indépendamment de J,
I’erreur entre u et u; dans cette norme se majore par la somme d’une erreur
d’approximation, d’une erreur d’interpolation sur la donnée f et d’une erreur
de consistance, due a la non conformité de la discrétisation, qui se majore trés
facilement a partir de I’équation (2.33). La démonstration du résultat suivant
s’effectue en combinant les arguments de la Proposition 2.1 avec ceux de [8,
§ II] : si [I;’0 désigne maintenant [’opérateur de projection de H:,(Q) sur
X; pour la norme définie en (2.34), on a pour toute fonction v de H, (1,( Q) dont
la restriction a £, est dans H*(£,), la majoration :

K
,0 inf{s,— 1, N} nrl =i
1o = I 0l Loy < € RS ST M N 0] g, - (235)
k=1

Ceci permet de prouver que la majoration (2.8) reste valable dans ce cas, a
condition de remplacer dans le premier membre la norme || . || H'(oy Par la
norme | . |

Il est bien sfr encore possible de définir les indicateurs #, pour
O<a<1l comme en (2.9). Toutefois, les résultats du Lemme 2.3 ne
semblant pas pouvoir s’étendre au cas d’une décomposition non conforme, on
se contentera ici d’énoncer les résultats concernant 1’indicateur

H'(U )

(k)
A= b Ny 1950+ Augl o +%h;’2N; Y2 8, usl - (236)
=1

On peut aisément vérifier que la Proposition 2.2 et le Corollaire 2.6 sont
encore vrais ici, avec la modification sur la norme. Toutefois, 1’argument de
localisation du Théoréme 2.8 améne a introduire le nombre maximal v, de
domaines 4,, contenant le méme Q,. Ici, @, désigne 'union des éléments

Q,. tels que I’intersection de 4Q2,, et de 4£2, soit de mesure positive. On a alors
le résultat suivant.
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THEOREME 2.11 : Il existe des constantes c, et c, indépendantes de J telles
qu’on ait les majorations

K
1
= wsll i oy < c<2 (o Ay v+ If = $5 20 )2
k=1
(2.37)

avec

A {sup{l, (h,, N._) ""’(log N,_)'""?}
. =
1

si A, contient un coin non convexe de £,
sinon,

et

A < € Ay (N2 0w - Ul iveymwo + e NENF = ‘g)Jf”Lz(wk))i 18
(2.38)

On peut encore €crire la décomposition spectrale de chaque indicateur 7,
dans la base formée par les produits de polyndmes de Legendre
L,(x)L,(y), méme si I’on ne connait pas la propriét¢ de localisation
simultanée. Le calcul de ces coefficients est spécialement facile puisqu’on peut
remplacer les intégrales par des formules de quadrature numérique aux nceuds
desquelles les valeurs de la solution et de la donnée sont déja connues.
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