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i MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE
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COMMUTATEURS DE CERTAINS SEMI-GROUPES HOLOMORPHES
ET APPLICATIONS AUX DIRECTIONS ALTERNEES (*)

Boun Oumar DIA (}) et Michelle SCHATZMAN (})

Résumé. — Soient A et B des opérateurs linéaires formels qui ne commutent pas nécessaire-
ment entre eux. Des formules de directions alternées d’ordre élevé sont définies au moyen de

4 A B2 A2 B2 a4 1 Az B A2
Ml(t)=§e e e e e —ge e e

My(1) = % (elAIZ B A2 4 B A 213/2)

_ % (elA elB + eIB elA)

et au sens des séries formelles

SPTE  p(un)! = o(n %)
*)
SATE) _ Mz(lln)" =o(n 3)

Si a, a; b et b, sont des fonctions strictement positives indéfiniment différentiables de
1% = (R/Z)? dans R, définissons des opérateurs A et B par

[5) i) 3 d
A= B_XI (“("1"‘2)671) —ay(x,x,) ;B = a—xz<b(x1,x2)a;> = by(x,,x,) .

) . 2 L

Les opérateurs A et B engendrent des semi-groupes holomorphes dans LY(T?) et les estimations
. . o 2,02

suivantes ont lieu en norme d’opérateurs dans L°(T")

WM (DI =1+001) et [M()] =1+0(s).
De la nous déduisons qu’il existe une constante c telle que
WM (dn)']| < & et |[My(tn)'| <

et donc les formules (*) sont stables.

(*) Manuscrit recu le 16 novembre 1994.
(") Analyse Numérique, Université Lyon 1, 69622 Villeurbanne Cedex, France.
U.R.A. 740 du C.N.R.S. « Equipe d’Analyse Numérique Lyon-Saint-Etienne ».
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344 Boun Qumar DIA et Michelle SCHATZMAN

Abstract. — Let A and B be two non necessarily commuting operators. Two high order
alternate direction formulae are defined by

4 iA1A B2 A2 B2 A4 1 1AR2 1B 1AR
Ml(t)=§e e e e e 36 e e

M, (1) = % (ewz ezB em/z + em/z g em/z)

1

A 1B ‘A
__é_(er el +eme')

and in the sense of formal series

et(A +B) _ Ml(t/n)" — 0(’1_ 4)
&)
et(A+B) _ Mz(t/l’l )n - O(n— 3)

If a, ay, b and by are strictly positive and infinitely differentiable from T2 = (R/Z)? 10 R,
operators A and B are defined by

=9 9N =9 20N _
A= (a(x‘,x2)axl) ax,x,) 1B = 5 (b(xl,xz)ax2> bo( Xy %) .

These two operators generate holomorphic semi-groups in LZ( T?) and the Sfollowing estimates
hold in operator norm in Lz( TFZ)

IM ()N =0(r) and (M) =O(1).

Hence, there exists a constant ¢ such that

M. (tn)' | < e and |M(tn)']| < €,
] 2

which implies that formulae (*) are stable.

1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Soit une équation d’évolution écrite formellement (c’est-a-dire sans préciser
espaces ou domaines) sous la forme

(1.1) de_(A+B)u.

La décomposition de 1’opérateur du second membre sous la forme d’une
somme A + B est par exemple une décomposition en directions de différen-
tiation différentes, ou correspond a une décomposition de domaine ou a une
décomposition modale. Dans une telle situation, les méthodes de décompo-
sition d’opérateur (splitting) ont été employées depuis de nombreuses années
a cause de leurs avantages algorithmiques ; elles consistent a faire numéri-
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COMMUTATEURS ET DIRECTIONS ALTERNEES 345

quement des intégrations séparées avec des pas fractionnaires en A et en B.
Notons ¢ I’exponentielle formelle de A et ¢” I’exponentielle formelle de B.
L’étude de ’ordre de méthodes de directions alternées repose sur 1'étude de
produits

(1.2) p(t, a, By =P B uh B
ol « et ff sont des éléments de R, I’espace des suites réelles nulles sauf pour
un ensemble fini d’indices. Quand a; est positif, nous dirons que %" est une
exponentielle a pas positifs. Si tous les pas sont positifs, nous dirons que
p(t, a, ) est un produit exponentiel a pas positifs.

Il est clair que si A et B engendrent des semi-groupes dans un espace de
Banach vérifiant [[e”| < ¢ et | €| < €, tout produit exponentiel a pas
positifs conduira a une formule stable, c’est-a-dire

lp(a, B, ) < 1+ Ct,

avec C un nombre réel indépendant de ¢ dans un voisinage de O.

Il en est de méme pour toute combinaison positive de produits exponentiels
a pas positifs de la forme

> dp(d, B, 1)

j=1

Malheureusement, I’ordre en temps des combinaisons linéaires a coeffi-
cients positifs de produits d’exponentielles a pas positifs est au plus deux,
comme 1’a montré Q. Sheng [7].

Dans ce méme article, Q. Sheng affirme que les autres combinaisons de
produits d’exponentielles ne devraient généralement pas étre stables.

Nous montrons ici la stabilité de deux combinaisons a coefficients de signe
variable de produits d’exponentielles a pas positifs, quand A et B sont des
opérateurs de diffusion particuliers avec conditions aux limites périodiques en
dimension 2 d’espace.

Plus précisément, soit ™= (Riz )2 le tore de dimension 2 et C”("[]'z)
I’ensemble des fonctions indéfiniment différentiables sur T2 Définissons A et
B par

d d
(1.3) A=a:(a(xl,x2)a~xl)—ao(xl,xz),

i) J
(1.4) B=a—xz<b(x,,x2)a—x2)—bo(xl,xz),
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346 Boun Oumar DIA et Michelle SCHATZMAN

ot les fonctions a, a,, b et b, sont des éléments de C™( T?) strictement positifs.
Comme — A (respectivement — B) est autoadjoint positif dans L*(T?),
— A (respectivement — B) engendre un semi-groupe holomorphe dans
2,2
Lo(T7).
Nous considérons les deux combinaisons suivantes de produits d’exponen-

N

tielles a pas positifs :

1 w2 B AR
e e e

(1.5) M (1) = % A B2 AL BI2 A 3

(1.6) M2( 1) = % (em/z B ™2 4 B2 A erB/2) _ % (erA B+ B o

Il a été prouvé dans [6] que, formellement, M,(¢) (resp. M,(t)) est une
approximation d’ordre 4 (resp. 3) de eATEY e qui veut dire que le dévelop-
pement en séric formelle de M,(¢) (resp. (M,(¢)) commence par un terme
d’ordre 5 (resp. 4) en t¢.

Par contre la stabilité de telles expressions pour des opérateurs en dimension
infinie est un probléme beaucoup plus délicat ; mais cette étude de stabilité est
nécessaire pour envisager d’utiliser effectivement en analyse numérique des
problemes d’évolution des schémas basés sur M,(t) ou M,(t). Nous avons
choisi le cas étudié ici pour les raisons suivantes : les conditions aux limites
périodiques simplifient 1’analyse fonctionnelle ; le choix d’opérateurs de dif-
fusion permet de se servir des techniques de semi-groupes holomorphes, et les
directions alternées, bien qu’un peu académiques de nos jours représentent un
probléme de base : si nos méthodes marchent pour des directions alternées tout
a fait classiques, il n’est pas interdit d’espérer les appliquer dans des cas plus
intéressants, tels que la décomposition de domaine, ou la décomposition
modale.

Notons la norme d’opérateur dans LZ( Tz) comme suit

]MU L2

(1.7) M|l = sup o], -
ve L(T?) L

Dans cet article, nous montrons les résultats suivants :

THEOREME 1.1 : Sous les hypothéses ci-dessus sur A et B, il existe des
constantes C,| et C, telles que pour tout t € [0, 1],
(1.8) M ()l =1+Cpt, [M(t)l| =1+C,t.
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COMMUTATEURS ET DIRECTIONS ALTERNEES 347
Ces résultats sont une conséquence des énoncés suivants :

THEOREME 1.2 : Sous les hypothéses précédentes sur A et B, il existe une
constante C telle que pour tout t € [0, 1]

(1.9) ”erA leBetA_le(AHS)“ < Ct.

THEOREME 1.3 : Sous les hypothéses précédentes sur A et B, il existe une
constante C’telle que pour tout t € [0, 1]

(1.10) lle® e® +eBe* —2HB) | < C%.

L’idée de la démonstration utilise la représentation des semi-groupes ho-

lomorphes e” et ¢ au moyen de ’intégrale de Dunford [4]. Nous calculons
en utilisant cette représentation 1’expression

(1.11) [%—A—B] (etA erBelA_eZI(A+B))’

que nous précisons au moyen de théorémes de commutation entre résolvante
et opérateurs différentiels.

Une fois cette partiec assez algébrique achevée, nous estimons des normes
d’opérateurs L*(T?), en utilisant les relations de domination des opérateurs
différentiels d’ordre 4 par (A +B)% La description qui précede est tres
simplifi€ée, mais il est inutile d’entrer dans les détails techniques de la
démonstration a ce niveau de I’introduction.

Nous étudions

(112) [(%_A_B] (efA etB+erBe;A_ze,(A+B)),

au moyen des mémes techniques.

Afin de mener ces démonstrations dans un cadre commode, nous avons
choisi de faire toutes nos opérations algébriques dans 1’algebre
ZL(C”(T?)) des opérateurs linéaires continus de C~(T?). Ce choix permet
d’éviter de décrire les domaines des opérateurs pour chaque produit de
résolvantes et d’opérateurs différentiels ; par contre, il impose de préciser les
notions de continuité et d’intégrabilité i valeurs dans Z(C™(T?)). Comme
nous aurons a considérer des intégrales multiples, nous utiliserons 1’intégrale
des fonctions continues d’un espace métrisable localement compact dans
L(C™( T )) ; le cas des fonctions a support compact, est entierement couvert

au moyen des résultats de [1] et [2] ; le cas des fonctions continues dont toutes
les semi-normes sont absolument intégrables se déduit aisément.

vol. 30, n°® 3, 1996



348 Boun Oumar DIA et Michelle SCHATZMAN

N

Faute de trouver ailleurs des résultats relatifs a la topologie de
L(C™( T2)), et aux intégrales a valeurs dans des espaces vectoriels topolo-
giques localement convexes séparés, nous avons fait appel a [1] et [2]; il
aurait été difficile auparavant d’affirmer que de tels résultats pouvaient avoir
des applications tout a fait concretes.

Cet article est divisé en 3 parties, A, B et C.

Dans la partie A, nous montrons que la fonction t — ¢” de [0,0o[ dans
LCT( T?)) est infiniment différentiable. Pour cela, nous établissons des
résultats de commutation entre la résolvante (¢ — A)™ ', définie sur C\R_ et

des opérateurs différentiels : nous définissons des opérateurs sandwich de la
forme

(LAY 'D(L-AY'D,_,.((-A)Y 'D(C-A)",

ou D; est un opérateur différentiel d’ordre au plus 2 en x,, et 2 coefficients dans
c” (TZ) Nous montrons que le commutateur d’un sandwich et de la diffé-
rentiation @, ou 8, est une somme de sandwichs. A partir de 1a, nous calculons
le commutateur d’un sandwich et d’un opérateur différentiel quelconque.

Nous estimons la norme d’un sandwich dans & (LZ( TZ) ), en fonction de
||, et nous pouvons utiliser la formule de Dunford pour les semi-groupes
holomorphes, pour montrer le résultat de régularité annoncé.

Enfin, nous justifions ’emploi d’une formule de Duhamel dans le cadre
ZL(C™(T?)), et nous étudions les propriétés topologiques de la multiplication
dans L(C™(T?)).

Dans la partie B, nous démontrons les estimations annoncées sur

A 2tB 1A 21(A+ B 1A (A+B
e’ e et — ) et sur e” e + e ™ —2 " ),

; pour ce faire, nous
écrivons e ¢”® ¢ comme le produit de trois mtegrales de Dunford sur des
chemins différents, et nous calculons au moyen des relations de commutation
trouvées précédemment les expressions (1.11) et de fagon analogue (1.12).
Nous pouvons alors faire les estimations dans E(LZ(TZ)) annoncées ci-
dessus.

Enfin, dans la partie C, nous établissons rapidement les propriétés de
stabilité énoncées au théoréme 1.1.

Dans un travail a paraitre [3], des résultats numériques détaillés sur les
formules considérées ici seront fournis, y compris ’analyse précise des
approximations en temps; en effet, il est exceptionnel dans la pratique
numérique d’approcher des équations d’évolution au moyen d’exponentielles
d’opérateurs ; des schémas numériques sont utilisés, ce qui peut modifier les
propriétés de stabilité, comme cela sera montré dans [3].
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COMMUTATEURS ET DIRECTIONS ALTERNEES 349

A. PRELIMINAIRES FONCTIONNELS

A.l,

Nous notons T2 le tore de dimension 2

Soit C™(T?) I’ensemble des fonctions périodiques de période 1 indéfini-
ment différentiables.

Nous munissons C“(TZ) d’une famille de semi-normes (g, ), .  définies
par:

Vue C(T?) qlu)= > [8%]|..

|la| <k

Nous munissons Z( C™(T?)), algebre des opérateurs continus de C~(T?)
dans lui-méme, des semi-normes suivantes : pour tout entier positif k, pour
toute suite réels positifs M = (M,, ..., M,, ...) appartenant a RN

4 €t pour tout
opérateur L élément de £ (C™(T?))

qk,M(L) =sup{qk(Lu):qj(u) < Mj Vj e N}.

Les semi-normes g, ,, définissent sur Z(C~(T?)) une topologie notée 7.
9. m polog

La norme subordonnée || || définie sur £ (C™( T ) ). algeébre des opérateurs
continus de L2( T?) dans lui-méme, peut s’écrire :

(1Ll =sup{q0(Lu):q0(u) < 1}.

Soient a, ay, b et by des éléments de C™( T?), nous définissons les opérateurs
différentiels A et B par

(A.1) A=aixl(a(xl,x2)il)—ao(x‘,xz), a>0,a,>0

(A2) B=aixz(b(xl,x2)aixz>—bo(xl,xz), b>0,b,>0.

L’opérateur — A (resp. — B) est autoadjoint positif ou nul, il engendre un
semi-groupe holomorphe ; notons P(A) (resp. (P(B)), ’ensemble résolvant
de A (resp. B) ; il contient le secteur S, défini par :

(A3) S,={te C:|argl| < n—¢}

pour tout € € 0, 7/2[.

vol. 30, n° 3, 1996



350 Boun Oumar DIA et Michelle SCHATZMAN

Il existe une constante M, telle que pour tout { € S,

M

€

[4h

€

<]

(A.4) I¢-ay ' = et ({-B) "Il <

Rappelons la représentation intégrale de ¢”, quand (— A) est générateur d’un
semi-groupe holomorphe et t € 10, .

(A.5) e = 2—175 f EC-A)Y tdt

r

oll " est un chemin sans fin contenu dans I’intérieur de S_, et symétrique par
rapport a I’axe des réels. De plus on suppose que dans le demi-plan supérieur,
I' est asymptote a la demi-droite 4 paramétrée pour s>0,
s +— sexp(i(m — €)). Dans cette représentation, 1’intégrale est une intégrale
de Riemann d’une fonction continue de I" a valeurs dans ’espace de Banach
LLA(T?)).

Nous nous proposons dans un premier temps d’étudier la régularité de la
fonction 7 +— ¢". A cette fin nous allons d’abord nous intéresser aux opéra-
teurs ((—A) ', (L —A) ', o dans N? et aux commutations entre les
opérateurs 9% et ({—A) .

Commencons par le résultat de domination suivante :

LEMME A.1 : Pour tout entier k dans {0, 1, 2}, l’opérateur 6'1‘ est dominé par
(= A, c’est-a-dire qu’il existe des constantes O et y telles que :

(A.6) |\u) < O|(—=AYu| +ylu|; Yue C™(T*).

Démonstration : Nous allons prouver (A.6) pour chacune des valeurs de
I’entier k. Le cas k=0 est trivial.
12

L’opérateur (— A) est autoadjoint positif, donc ’opérateur (—A) " est
aussi auto-adjoint [5, chap. IX, § 128].

Pour tout u# dans C™( 1]'2), nous avons :

|(—A)”2u{2=((—A)Uzu,(—A)mu)
=(—-Au,u).

Or ’hypothése (A.1) nous montre qu’il existe des constantes c, et c, telles
que :
(A7) e lul’® +c,|ou|> < (- Au, u) .
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Nous déduisons de I’inégalité ci-dessus que
(A.8) |o,u] < ¢, *|(-4)"u|, Vue C™(T?).

L’opérateur A se réécrit A = aaf +a'd; — a,. Nous voyons qu’il existe
une constante ¢, telle que :
2 ’
c;| 07 u| < |Au| + |ad0,u| + |ay ul

< |Auf + [d]]0,u] + |ag||u]

< |Au| + ¢, l/2|a'|w|(—A)”2u| + |ay|..|ul -

Nous savons que [[(—A)” 12 || est égal au maximum de la fonction
A= 1/V = A sur le spectre de A, Sp(A) [5, chap. IX, § 128]. Or Sp(A) est
fermé dans R . Donc (—A)™ "2 est bomné.

Comme (—A )”2 =(-A) ”2(— A), il est clair que af est dominé par
—A.

Ceci termine la démonstration du lemme. N
A.2. Les sandwiches

DEFINITION A.2 : Notons P,(x, 3,) ’espace des opérateurs différentiels en
9, d’ordre au plus 2 a coefficients dans C=(T?). Définissons une classe
d’opérateurs sandwich de la facon suivante :

S,={(¢-A)"}

etS,={({-A)Y "D, C({),C({)e S,_,,D, e Py(x,9)}.
Posons S= S,

kz0

Remarque A.3 : Pour tout D élément de P,(x, 9, ), les affirmations suivantes
sont vraies :

(A.9) [3;, D] est dans Py(x,8,), j=12
(A.10) D(—-A) !est borné.
En effet pour tout y dans C™(T?), pour tout « dans N>
(8, 70%] = 9;y 8" — 79”9,

(¢4

=y,ja.

vol. 30, n° 3, 1996
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Ainsi nous voyons que [aj, D] est obtenu en différentiant en x; les coefficients
de D.

L’affirmation (A.10) découle immédiatement du lemme A.1. W

Nous allons montrer que si C({) est dans S alors 3*C({) est une somme
finie d’opérateurs C, B(C ) 3, o C, ﬁ( {) est un sandwich et f < «.

LEMME A.4: Soit C({) un sandwich; alors il existe des sandwichs
C.({) tels que

R
(A1) 3C(L) =2, COH+C(L) 9.

r=1

Démonstration : Démontrons ce résultat par récurrence sur k c’est-a-dire sur
les éléments de S,.
Remarquons que si j=1 ou 2,

W(L-AY "=((-A) "o+ [9,(C-A)"].
Or nous avons
[0, ((—A)Y "]=0(¢-A) "= ((-A) "y
=({-AY ((L=A)a,—a(L-A))(L-A)"'
=(¢-A) '[9,A) (¢-A) .

Donc (A.11) est satisfait pour £k =0. Soit k = 1, supposons que (A.11) est

vérifi€ a 'ordre k — 1, et calculons 8, C({). Nous avons
I(L-AY 'D(L-A) " .D((-A)"
=((-A)Y "aD((-A)Y L.D(L-A)"
+({-A)Y '[0,A1({-A) 'D,..D,({-A)"
=((-A) '[9,D](L-A)Y .D(L-A)"'
+((-A)Y 'D,D(L-AY LD -A)"
+({-A) '[D, A} ({-A)Y "D -A) LD (¢-A) .

Posons C({)=(({-A) 'D,_,.D({L-A) "

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Par hypotheése de récurrence,

R
3,00 =3 C(0)+E() g,

r=0

par conséquent

R
3C() =L =AY "D, C(O)+ > (L-AY "D, C(L)+C(L)d,

r=0

o D, = [aj, D]+ [6j,A]. Or nous savons, grace a la remarque A.3, que
D, estdans P,(x,4,). W
Nous déduisons immédiatement le résultat suivant :

COROLLAIRE A.S : Les identités suivantes ont lieu :

(A12) FC-ay=3 Do

fsarsr

(A13) (C-ay'le® =3 X 9C(0)

0<ar<r

o chacun des C,({) et des C',(C) est dans S.

Démonstration : L’identité (A.12) découle immédiatement du lemme A.4
ci-dessus. Celle de (A.13) aussi. En effet il suffit de remarquer que le résultat
du lemme A.4 s’écrit aussi :

C(8) 8= 9,00 + S CA0) .

r=1
Ceci termine la démonstration. W

Remarque A.6 : Pour tout C({) dans S, il existe une constante K telle que :

Xelte) sl—K—, Vies,.

En effet il suffit de se rappeler que 1’opérateur C({) est de la forme

(L-AY '"D(C-AY ".D(L-A)Y", DiePyx0d,), i=1,..,1

vol. 30, n° 3, 1996



354 Boun Oumar DIA et Michelle SCHATZMAN

que les opérateurs D(L-A) ! sont bornés et que
HE-ay "I =ML =

Remarque A.7 : Pour tout multiindice ¢, il existe une constante C, telle
que :

C!X
(A.14) |a“(g—A)“u|Lzsmqiq(u), Yue C(T?).

L’inégalité (A.14) découle immédiatement du corollaire A.5 et de la re-
marque A.6. H

A.3. Représentations intégrales

N

A présent, nous cherchons a obtenir syst€ématiquement une expression
intégrale des opérateurs 3’: 3%(e™) pour k dans N, et a dans N* Afin de
prévenir toute difficulté relative aux domaines d’opérateurs, nous allons en fait
nous placer dans #( C”(Tz)) et considérer des intégrales de fonctions

N

continues a valeurs dans cet espace.

La topologie = que nous avons choisie sur £ ( C™( T?))estla topologie de
la convergence uniforme sur les bornés [1, III, §3, n°1]; c’est une
& -topologie [1, I1I, § 3, n° 1]. L’espace C™( T>) muni des semi-normes q, est
un espace de Fréchet donc tonnelé (corollaire de la proposition 1 de [1, III, § 1,
n® 1]). D’apres le corollaire2 du théoreme4 de [1, III, §3, n°7],
L(C™(T?)) muni de cette topologie est séparé et quasi-complet ; cette
derniere propriété signifie que les fermés bornés de L (C™(T*)) sont com-
plets. Or il résulte de la définition 3 de [1, III, § 2, n® 5] qu’un espace est
quasi-complet si et seulement si I’enveloppe convexe fermée d’un ensemble
précompact est compacte ; en particulier, ’enveloppe convexe fermée d’un
ensemble compact est compacte, et I’axiome (EC) de la proposition 2 de [2,
III, § 4, n° 1] est satisfait. Par conséquent si X est un espace localement
compact muni d’une mesure de Radon u, I’intégrale d’une fonction continue
a support compact dans X a valeurs dans £ (C™( T?)) est bien définie, et
appartient a % ( C™( T )). Par une démonstration facile, si f est une fonction
continue de X dans Z#( C”(Tz)) telle que pour toute semi-norme g, .,

f gy (f) du est finie, alors | fdu est définie et appartient a £ (C™( T)).
X X

L’application de ces notions générales permettra donc de définir des intégrales
du type

J;f( O dl

t M 1
'[f j Sy, ., t))dt.. dt,
oo 0
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et toutes expressions de ce type chaque fois que f sera continue et ses
semi-normes g, ,,(f) absolument intégrables.

Remarquons que la relation A.14 implique pour tout { e P(A),
(E—=A) ' est dans °?(C""(TTZ)) d’aprés la définition des semi-normes
décrivant la topologie de L(C™(T?)). Montrons de plus que

E+> (¢E—=A) " est continu de P(A) dans £(C~(T?)). Nous avons
I’identité résolvante

(L -AY ' = (GL-A) "=(GL- ) (G -AY (G -A) T,

d’ot nous déduisons que pour tout u dans C™( T? )

C
Mﬁ(Q—AY‘—<Q—AY'h4$IQ—Cﬂnﬂﬂmm@g—AY‘u)

CC! Cﬂ
AR AR
18] < |af

= |Cl_Czl l

Ceci implique bien la continuité annoncée. Il est immédiat que pour tout
t>0 la fonction ¢ €( {—A) ' est continue de S, dans
L(C™(T?)), et de plus toutes les fonctions ¢ +> G € E(C—AY ") sont
intégrables sur le chemin I

Donc pour tout ¢>0 l’expression

1 oAy
szre (C-A) 4

appartient 2 £(C”(T?)). De plus, pour t=0, nous savons que dans
L(LA(T))

4Lfe%c—Ar1ﬂJmo=1

27,

donc il est immédiat que cette expression est aussi égale a I’identité dans
LC™(T?)).

De plus, par un procédé classique d’échange entre intégration en { et
dérivation 9%, I'identité suivante a lieu dans L(CT(T?)), pour tout
t = 0 et tout multiindice «

3% u=-2—17-z?f € 9L —A) " udt .
-
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Estimons maintenant g, ,,( €*). Par le changement de variable {t = z, et par
le théoréme de Cauchy, tout en utilisant (A.14), nous voyons que

m_ L (2 aY ' %
€ _2nifre(t A) “T

Par conséquent,

C&
|9% ™ u| < %J‘rmzlzlq(u)dz

De 12, nous déduisons que pour tout k € N, il existe C} tel que pour tout
t>0

(A.15) g (" u) < Cig(u).

Cette relation est évidemment encore vraie pour ¢ = 0.
Nous avons le résultat suivant.

THEOREME A.8 : La fonction tv> " est continue de [0, + o[ dans
LC™(T?)) muni de la topologie .

Démonstration : Commengons par montrer la continuité sur ]0, oo .
Soient ¢, t, et t des réels positifs tels que > ¢, et ¢, € ]0, z,[. Nous
déduisons de la relation A.14 que

C, ,
%= M) < ﬁf,,le“l [T e (1) max [€1700% - 7702

Remarquons que I’intégrale

ne dépend ni de ¢ ni de ¢”. Par conséquent, si

C(k)=§1—nf| d > C,

|| <k
nous voyons que
qk(emu-— e u) < C(k) max |e('_")z—e(t _")Z| g, (u) .
ze I’
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En particulier, si q].(u) < M;, quelque soit j, nous obtenons
qk_M(e’A —¢™) < M, C(k) max |~ "% - e("°">1| .
ze I’
Montrons que ¢/~ "% — """ % converge vers O uniformément en z quand

t’ tend vers t. Soit I, =B(0,R) N I. Quel que soit € >0, il existe un
R > 0 tel que, pour tout z dans I\I,, nous ayons

eml(’o_tl) < _g_
Par conséquent pour tout ¢’ = f,, et pour tout z€ I'\ I,

|e(r—r1)z (r’—rl)zl < emz(t—r,)_*_e.‘)%z(f‘—rl)

—~e
< €.

Fixons un tel nombre R.
La fonction (t,z)+> €'° est continue sur le compact [0, ¢+ 1] x I,

donc uniformément continue, il existe donc un nombre # € ]0, 1] tel que si
|t"—t| <#, alors pour tout z dans Iy

Iel("") _ ez(r’—t,)| <e.

Par ailleurs, remarquons que pour tout « dans C™( T? ), Au est aussi dans
C™(T?); donc en vertu de (4, IX, § 1, 3] I’application ¢ +> e” u est dans
C'([0, ) ;L% '[Tz))‘et sa dérivée par rapport a ¢ est

1A 1A
d,e"u=e Au.

Bien sir, e” Au appartient 2 C™( ™) d’aprés ce qui précede. I1 résulte de
(A.15) que pour ¢ =0

q,(9, et u) = q.( e Au)
< Ciq,(Au)
s ~qu+ {u).
Le théoréme des accroissements finis donne
qk(e"A u—e*u) < Cilt-1q,,(u).

Ceci termine la démonstration du théoréeme A.8. W
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COROLLAIRE A.9 : La fonction t — €™ est dans C*(R* ; L(C™(T?))), et
pour tout entier n € N, nous avons :

1 1A 1A 4 n
9, e =" A

1A
=A"e".

Démonstration : Si u est dans C™(T), alors u est dans D(A"), quelque soit
ne N, et donc la fonction # > € u est dans C™(R* ; L*(T?)), d’apres [4,
IX, § 1, 3] itéré, et

8:1 etA U= An etA u= etA An u
D’apreés le théorme A.8, la fonction f+>e” A"y est dans
Co(R™ ; C™(T?)): de plus d’apres (A.15)

g (" A"u) < Clg (A" u)

s é;c,nqk-e-Zn(u) :

I1 est immédiat que 9 e” appartient 2 Z( C™(T?)) pour tout ¢ = 0 et tout
n € N. Nous pouvons raisonner comme 2a la fin de la démonstration du
théoréme A.8 et nous concluons que ¢ > ¢ est bien indéfiniment dérivable a
valeurs dans Z(C~(T%)). m

A.4. Propriétés supplémentaires

Nous aurons également besoin d’une formule de Duhamel dans le cadre que
nous venons de mettre en place. Remarquons tout d’abord que si B est dans
LC( "ITZ) ), et si f est une fonction continue a support compact de I’espace
X localement compact et a valeurs dans Z( C™( T%)), alors la proposition 4
de [2, III, § 4, n° 2] implique

(A.16) BLf(f)d,U(t) =J.XBf(t)dﬂ(t)

ol u est une mesure de Radon sur X.
D’autre part, si fe C°([0,T]; L(C7(T*))), T>0, nous avons

h
(A17) lim | A’ J‘Of(s)ds =£(0).

h—0
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En effet
h h
qk,M<h' : fof(S) ds —f(0)> = qk,M(h_ : fo(f(S) -f(0) )) ds

h
< h“qu,M(f(s)—f(O))ds

0

or en vertu de la continuité de fen O, pour tout € > 0, il existe # > 0 tel que

|s| <7 =q,,(f(s)-f0)) <e

et donc si h <7y,

h
qk.M<h_ : fhf(s)ds —f(0)> <h' J- eds=«€.
0

0

Ce qui démontre notre assertion. B
Nous avons également le lemme suivant :

LEMME A.10 : Soit X un espace métrisable, localement compact, et soient

f et g des éléments de c(x; L(C™( 1]'2))) ; alors fg est un élément de ce
méme espace.

Démonstration : 11 est clair que fg prend ses valeurs dans Z( C™(T?)); il
suffit donc de montrer que pour tout x, dans X, f(x)g(x) tend vers
f(x4) g(x;), quand x tend vers x,. Or lc corollaire 2 de la proposition 9 de [1,
III, § 4, n° 4] permet de conclure que si x, tend vers x, alors f(x,) g(x,) tend
vers f(x,) g(x,) lorsque n tend vers I'infini. Comme X est métrisable et que
ceci a lieu pour toute suite x, tendant vers x,, nous pouvons conclure. W

Nous avons maintenant la formule de Duhamel suivante :

LEMME A.11: Soit F un élément de C°([0,T]; L(C™(T*))). Alors il
existe pour tout U, dans L(C™(T?)), une unique solution U dans
C'([0,T]; L(C™(T*))) du probléeme

{0=AU+F
(A.18)

U0)=U,.

Cette solution est donnée par

4
UQ):JH4+Jé“”AFU)m.
0
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Démonstration : Supposons que U, et U, sont deux solutions, notons leur
différence V, elle satisfait

V=AV
(A.19) {v 1 ) w0 2
(0)=0 et Ve C'([0,T]; L(C(T*))).

Donc en particulier, si V() u,= u(t) ou u, est un élément quelconque de
C™(T?) alors u satisfait

u=Au
(A.20) { 1 oo -2
u(0)=0 et ue C([0,T];C7(T7)).

Donc, en particulier, u € C'([0, T] ; L*(T?)), et nous pouvons appliquer le
théoréme classique d’unicité pour (A.20) puisque A engendre un semi-groupe

dans L*(T?). Ceci implique que u(t) = 0, pour tout ¢ et nous avons 1’unicité
annoncée.

Si V(t)=e'A le corollaire A.9 implique que V est dans
C'([0,T]; L(C™(T?))) et V est solution de

V=AV
V(0)=1

donc W(t)=e¢" U, satisfait W=AW et W(0) = U,

Posons
t
Z(z)=‘[e“'x”’F(s)ak.
0

Cette intégrale est bien définie quel que soit ¢ car r +— e™ est continue de
R* dans Z(C”(T?)), donc s+> e " est continue de [0,1] dans
L(C™(T?)); par conséquent en vertu du lemme A.10, I’application
s "7 F(s) est continue de [0, ¢] dans Z( C(T*)).
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Montrons que Z est différentiable de R™ dans £ ( C™( T?)). Ce résultat est
formellement évident, mais il est nécessaire de I’écrire complétement car, a
notre connaissance, il n’est pas dans la littérature sous la forme ou nous en
avons besoin. Commengons par la différentiabilité a droite. Nous pouvons
écrire pour h>0

N (Z(t+h)—2Z(1)) =

0

t+ h t
=h ‘(J. glith=9A F(s)ds~fe('—‘v>AF(s)ds
0

1

‘ t+h
—h 1<f (ehA—_ 1)6(1—S)A F(S)dS+J e(f+ll—S)A F(S)ds> .

't t
h_‘f(ehAa 1) " V4 F(s)ds = (" - 1)h“fe“‘”"F(s)ds.
Y 0
Posons
f(Wy=("-1)n' e g(t)=fe('_“')AF(s)ds.
0

Nous avons, en vertu du lemme A.10,

T 1
lim A~ f(ehA —1) "I F(s) ds = (lim (" =h)yhn ‘) f &I E(s) ds

h—0 0 h—>0 0

t
=Afe('_s)AF(s)ds.
0
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D’autre part

t+h h
h“f e(’”'”"F(s)ds:h“‘J.e(“"”‘F(H(S)da
t 0

et d’aprés (A.17) cette expression tend vers F(¢). Ceci montre la différenti-

abilité a droite pour ¢ = 0.
Passons maintenant a la différentiabilit€é a gauche. Pour 2 <0

W (Z(t=h)—Z(t))=h"" J.t

h t
e/ T4 F(s)ds—'l.e('_‘)AF(s) ds
0 0

t—h
=h ] J' (e(t—h—s)A _ e(x—s)A) F(S) ds

-h ‘f "I E(s) ds .

t—h

Le premier terme peut se réécrire

t—h
ho! f (1 -y e "4 F(s)ds =
0

t—h

=(1-*)yn' f "TFIAE(s) ds .
0

Considérons tout d’abord le terme suivant
. t—h }
(1-€")Yn f LTI RS ds .
0

La fonction f définie sur le compact
X={(h,s):h=20,s=0,h+s < t}
par

fhys) =" DN F(s)
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est uniformément continue grace au lemme A.10. Donc pour tout k € N et
Me RY

0 0

qu(_[ _f(h,S)dS—ff(O,S)dS> < L_ G p(f(h, s) = f(0,5)) ds

't
+ f G ("M F(s)) ds
—h

1

Comme f est uniformément continue sur X, un raisonnement classique montre
que

t—h
lim f G p(f(h,5) = f(0,5))ds=0.

h-—>0Y0

De plus comme elmA F(s) est bornée dans Z(C™(T?)) pour tout
s € [0, T], la deuxieme intégrale est majorée par

h max qk,M(e(’"“'MF(s))
se [0,1]

qui tend vers O quand & tend vers 0. Donc toujours d’aprés le lemme A.10,
nous voyons que

t—h t
lim (1-¢")n™! f TR Yds=— A J. "I E(s) ds
0 0

h—0

1
Quand au terme A~ ' J. "4 F(s) ds, il se rééerit
t—h

h
h_lJ.eSAF(t—s)ds
0

et d’apres (A.17), et le lemme A.10 sa limite est F(¢) quand 4 tend vers 0. Par
conséquent, Z est dérivable a gauche en tout 7 > 0, donc Z est dérivable sur
10, + o[, dérivable en t=0,

Z(1) =AZ(t) + F(1) .

Comme Z et F sont continues, Z est dans C'( [0, T] ; L(C~(T?))).
Ceci termine la démonstration du lemme. W
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B. IDENTITES ET RESIDUS

Dans cette patie les opérateurs A et B sont ceux définis en (A.1) et (A.2)
dans la partie A. Nous nous proposons de prouver au moyen du théoréme des
résidus diverses identités relatives aux produits de semi-groupes holomorphes.

Nous utiliserons systématiquement la représentation intégrale des opéra-
teurs e” et €. Commencons par établir quelques résultats préliminaires.

LEMME B.1 : Soit C le générateur d’un semi-groupe holomorphe, alors pour
tout entier k>0, pour tout t> 0, l’identité suivante est vérifiée.

2im | -

(B.1) Lf &L= C)Y 2 dl = ke

Démonstration : Posons

U(t) =§—1i;fre"'¢(c— Yy *de.

Nous voyons que :

2in ) -

U—kCU:kLJ. &L -y Nde = keC .

Par ailleurs si nous effectuons le changement de variable z = k#{, nous
obtenons

k| Hz2_cY -
U(‘)‘sz,e(kz c)y 'L, r=wur.

1

Le théoreme de Cauchy permet de déformer I, en I" et d’écrire

~k | Hz2_cY
u(z —Zinfre(kt C) t -

Remarquons qu’il existe une constante M telle que

-2 (Mkt)?
et donc que U(0)=0.
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Les opérateurs U(t) et kte“'C vérifient donc I’équation différentielle sui-
vante :
B2 W(t) — kCW(t) = ke

’ W(0)=0.

ktC

L’unicité de la solution de (B.2) implique que U(t) = kte" . Ceci termine la

démonstration du lemme. N
LEMME B.2 : Soit V l’opérateur défini par

tA 2B 1A
V(t)y=€e" e e" .
Alors nous avons :

V(1) —2(A+B) V(t) =

- (2 ;n)3 jr r re({lncﬁg")'F(Cp $pr C3) dC, dl, dEy

ou l’opérateur F(L,,,, {5) est défini par :
F(8), 00, 6) =208, —AY '[A [A, B]] (( —A)Y 2L, —B)Y (G —A)!
- (&, -A)Y '(,-B) '[B.[AB]] (L, - B) (L —-A) !
~ (&, -A)Y TA [AB]] (L —AY (& - B)Y (L —-AY L.
Démonstration : Posons
(=l l) s =0 +20,+ 0, et dl=dl dl,dl,.
Remarquons que 1’opérateur V(t) se réécrit :

1

Vi) = (2!7’5)3

j e -AY (G -BY (G -A) L.
I xIyx Ty

Il vérifie donc I’équation différentielle suivante

V(t)—=2(A+B) V(1) = 1_3j (L +28,+¢,-2A-2B)
(2in)y Jrixnrxr,

x (L, =AY (&, -B) (L —-A) 'dL.
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Posons

g()=({,+24,+8,~-2A-2B) (§,-A) (§-B) (&L -A)
Nous pouvons écrire autrement g({ ), en remarquant que

(C1+2C2+C3~2A_2B)=(C1_A)+2(€2_B)+(C3_A)

d’on
g(O) =(LH-B)Y (G-AY "+2(4, =AY (4G -A)!
+(4, =AY (G, -B) !
+2[¢,— B, (£, —A) '1(L,-B) '(L-A)!
+ G -A (=AY (GL-B)Y "1 (G-A) "
Posons

g({)=9,({) +9,(0) +9,(0)

ou les opérateurs ¢,({), g,({) et g,({) sont donnés par

g(O)=(L~-B)Y "(G-A) '+

+2(0,-AY NG -A)Y T+ (¢ -A)Y (L, -B) !
g,(¢)=2[L,~B,({,—A)Y "1 -B)Y '(¢—-A)!
g(O)=[L—A, (L, -AY (L-B) "1 (L -Aa) .

Remarquons que

1

(B.3) (2in)?

f “g,(0)di=0.
I xIhyx Ty
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En effet :

1

—_— e {)d
e
(2in)3fr,xr2xr3 9.(0) dc

- (211'7z)3,[ ec}tdél j e(242"53)'(c2_3)— l(ia‘A)— 1 di, d,
r, Iy xTy

1 2051 (G tgr _ an-lrr _ aN-1 g0 or
+(2in)3.|;f dézfrlxrf (§—A)Y (L —-A) dg, dg,

1 L
* (2[7r)3 fre>'d(3 X

XL~rég”mia—AY%Q—BY%Q—BYW%dQ.

Or en vertu du théoréme de Cauchy les nombres complexes f ec"dcl,
r]

f ! de, et J. &' d{, sont nuls. Ce qui justifie bien (B.3).
I, I3

Regardons a présent de plus pres les opérateurs ¢,({) et g,({). Les
identités formelles suivantes sont faciles a vérifier :

(B.4) [CD,E]=C[D,E]|+[C,E]D

(BS) [C.((-D)y 'l1=C¢(-D)y'-(-D)'C
=((-D)Y (({-D)C-C((-D))((-D)'
=({-D) '[C,D]({-D) .

Nous déduisons de (B.4) et (B.5) les identités suivantes :

(B.6) (6, B, ({,-A) '1=(({, -A)Y '[A,B] (¢ -A)!

(B.7) [{-A (L —A) '(L,-B) ']

= (6 -AY '[G—A (GL-B)Y "1+ [G-A (L -A) "1, -B) !

=—({,-AY '((,—-B)Y '[A,B] ({,-B) '.
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Nous allons maintenant commuter, dans les expressions ci-dessus, [A, B] avec
les opérateurs ({, —A)” ' et ¢, -A) '(C2 - B) '. Nous obtenons :

[, -A)Y L[AB]]=({ -A) '[A,B] - [A,B] ({, —A)!
(B.8) =({,—A) '[[AB).L —A) (¢ —-A) !
=4 -A) '[A [AB]] (¢ -A)
B.9) [({,—-A) '({,-B) ' [4,B]]
= (4 —A)Y '[(5,-B) L[ABI]+[(¢—-A) '\ [A,B]] (,-B) !
=({,—A) (&, -B) '[B,[AB]]1(,,-B)'
+(6 —A)Y A [ABI] (4 -A)Y "(,L-B) .
Nous pouvons donc écrire
(B.10) [{,-B, (L —A) ']=
=[A,B) ({,—AY *+ (¢, -A) '[A, [A,B]) ({,—A) 2
(B [L-A, (4 -A) '(L-B) '1=-[A,B]({-A) '({,-B)?
- (¢4, -A)Y (¢, -B) '[B. [A,B]] (,,-BY ?

— (¢, -AY '[A[AB11 (¢, -AY (L, —-B)Y ?

Des calculs précédents nous obtenons les expressions suivantes des opérateurs
92(};) et g3(C) :

(B.12)
9,(£)=2[A,B] ({, —A) (L, -B) (G -A)
+2(L, - A) '[A [A,B]] (¢, —A) (L= B) '(L—A) !
(B.13)
9;({) =—[A,B] (£, —A) (L, -B)Y (4 -A)!
— (=AY (G- B) '[B.[A,B]] (L, - B) *(L-A)
(& -AY A [ABI] (L -A)Y (G -B)Y (L -A) .
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Posons
p({)=2[A,B] ({,-A) X, —-B)Y (¢ -A)"
—[A,Bl1({ =AY (L, -B)Y (L -A) ",

Nous voyons que pour conclure, il suffit de montrer que

(2:n)3jr I re"¢p(§)d{=0.

Or, en vertu du lemme B.1, nous avons :

1 Gtry a2 _ A 1 20ty py- 2 _ 2B
szrle (§,—A) “dl, =te et 2mfe ({,=B) “df,=2¢t"" .

2

Par conséquent,
f e“p({)dl=-21[A,Bl* &P " +21[A,B] " &P * =0
IyxTIyx Ty

Ceci termine la démonstration du lemme B.2. W
LEMME B.3 : Soit W [’opérateur défini par

W(t) = et e + e e .

Alors nous avons :

W(t) ~ (A +B) W(1) = —1 zf TR, ) de, g,
(2in) drr,

ou 'opérateur K({,,(,) et défini par :
K($,8,) =[A,B] (4, =AY (G- BY "= (L-BY (4 -A) 1)
+(4 -A) '[A [A,B]) (4, -A) (L, —-B)!
+ (L, —B) '[B,[A,B]] (L, - BY (L —-A) .

Démonstration : Nous allons utiliser la méme technique de démonstration

qu’au lemme B.2.
Posons (=((,{,), =+, et d{=d di,

vol. 30, n° 3, 1996



370 Boun Oumar DIA et Michelle SCHATZMAN

L’opérateur W(t) vérifie 1I’équation différentielle suivante

W(t) = (A +B) W(t) = —1 J‘ &L+ - A-B)
(2in) Jrxr,

x (¢, -A)Y (¢, -B)!
+(L-BY (g —Aay Ha.
Posons
@)= +6L-A-B)Y (L, -A)Y (,,-B)Y '+
+(L-B)Y (G -AY ).

Nous pouvons écrire g({) comme suit, en utilisant les commutations 1a ot il
faut

g({)=2(L, —AY "+ 2(,-B)!
+[6,-B, (L, -A)Y "1 (L-B)!

+[¢ A (L-B)Y '1(¢ -AY .

Posons

q({) =q,({) +q,(L) +g5(0)

ol les opérateurs qj(g“),j € {1, 2, 3}, sont donnés par
a,(0)=2(4,—-B) '+ 2({, -A)
a,(0)=[, =B, ({, =AY "1 (L, - B)!

%(C)Z [C]hA’(CQ_B)_]] (C[ —-A) : .

De méme que dans la démonstration du lemme B.2, il vient

1 e
B.14 N)di=0.
( ) (2i7l)2fr,xl‘3xl‘36 2(L) dl
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N

Regardons 2 présent de plus prés les opérateurs g,({) et g,({). Nous
avons :

(B.15)  [{,—-B.({,-AY '1=(({, -A) '[A,B] (¢, -A)!
(B.16) [{,-A,(,,-B)Y '1=-((,-B) '[A,B1(L,-B) ',

Nous allons maintenant commuter, dans les expressions ci-dessus, [A, B]

avec les opérateurs (£, —A)~ 'et ({,-B) '. Nous obtenons comme dans
le cas du lemme B.2

B.17) [((,-A) ', [ABl11=(¢, -A) '"[A, [A,B]]1 (L -A)"

(B.18) [({,—B) ', [A,B]1=({,-B) '[B,[A,B]] ({,-B) .

Des calculs précédents nous obtenons les expressions suivantes des opéra-
teurs g,({) et g;({) ¢

(B.19) a,(8) = [A, B} (£, —A) (¢, - B)!

+(—A) "[A [ABI] (L —A) XL, -B) !
(B.20) a:({)=—[A,B1 (,,-B) *({—-A)!

- (6, -B) '[B,[A,B]](,,-B)Y (¢, -A) .
Pour obtenir le résultat voulu, il suffit de poser

K(L) = g,(0) + q5(0) .

Ceci termine la démonstration du lemme B.3. B

C. ESTIMATIONS

Nous commengons cette partie par quelques remarques dont nous aurons
besoin dans la suite.

LeEMME C.1 : Pour tout € > 0, pour tout entier k dans {0, 1, 2}, pour toute

fonction f dans C™(T?), il existe des constantes c(e, k, f) et é(e, k,f) telles
que

(C.1) Vie S, “faf(C'A)_ "< e(e k f) 1 1+ k2

(C.2) Vie S, |¢>1, |(L-A) lfaf!} =a(e k) |¢] 142
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Démonstration : Commengons par prouver (C.1) en considérant chaque
valeur de k prise dans {0, 1, 2}.

Si k est nul, (C.1) se réduit a I’estimation (A.4).
Par ailleurs nous pouvons écrire

FO(C-A) T =foi(-A)y (- A)H(L-AY

Le lemme A.1 nous montre que ’opérateur f a’;’(—A )y 2 est borné. Donc
pour vérifier (C.1), il suffit de montrer qu’il existe une constante ¢ telle que

I(=AY2C—AY " < cfg” 2.
Si k=2, (C.1) est immédiat. En effet :
(A (=AY '=(C-A)(C-A)y =L -A) ",
Nous en déduisons, grace a I’estimation (A.4) que :
I(=A) (C=AY ' < 1+ 8¢ -A)")
s1+M,.

Ftudions a présent, lorsque k=1, I'opérateur (—A )I/Z(C —-A) g
Soient les fonctions w(4,{) et v(4, () définies sur R x S, par

_/1 172
w0 =52

v(/I,C)=|% llzll__é:l—ll

Nous savons que
0
(—A)"2<<—A)“=f w(4,{) dE,

ou (E,), . g est une famille spectrale associée a I’opérateur — A [5, chap. IX,
§ 128], et que | (—A)”z(C -A) 1]] est égal au maximum de |w(4, {)| sur
R™.

Donc, il nous suffit de montrer qu’il existe une constante &
2

(C.3) w(L O <e¢|™ .
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Or nous voyons que

[w(i, O =1¢]” (4 Q).

Par conséquent il nous reste a2 montrer que v( 4, {) est borné.

A cette fin, commengons par vérifier qu’il existe une constante c,, stricte-
ment positive telle que :

(C.4) 1-4[2¢, vier , wes,

Rappelons que pour tout { dans S, nous avons |arg ({)| <7 — €. Donc, il
est clair que pour tout (4,{) dans R™ x S, I’encadrement suivant a lieu

< g ()] < =.

Ceci implique qu’il existe une constante ¢, telle que I’inégalité (C.4) soit
satisfaite.

Posons z = A/{. Nous voyons que

lim \/z[ |1-2z]"'=0.

2] =+
Par conséquent, il existe une constante C telle que :
M| >C=>v(4() <1
|| < C=v(4, ) < VCic,.

Donc la fonction v(4,{) est bornée sur R~ x S_.
Vérifions a présent I’estimation (C.2).

En vertu de (A.13), I'opérateur (¢ —A) ' af se réécrit :

.
(=AY "a) > 3 3 (O
j=0 r<;

ou les C ({) sont des sandwiches définis en A.2. Rappelons qu’un sandwich
est de la forme

((-AY 'D({-A)Y ".D(L-A)Y", Vie{l,.,l}, D,e Pyx3d,).
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Le lemme A.l nous montre que pour tout i dans {1,..!} Popérateur
D({—~A) " est borné. Donc il découle de (C.1) que pour tout j < k et pour
tout r < r, il existe une constante K(j, r) telle que

e, COI < KG,ry |7,

Si de plus |{| est supérieur a 1, il est clair que

& CLON < KG,r) g7
Ceci termine la démonstration du lemme C.1. W

COROLLAIRE C.2 : Pour tout { dans S, tel que |{| > 1, pour tout k dans

{0, ..., 4} et pour tous C({) et C({) dans S, il existe une constante c(k) telle
que

(C.5) IC(L) d, N < e(k) |C|_2+k/2
ou d, est dans C(T?).

Démonstration : Pour prouver (C.5), il suffit de se rappeler qu’un élément
C({) de S est de la forme :

(C=AY 'D(L~A) .D(C~A)"
et, d’utiliser le lemme A.l1 et le lemme C.1. W
Remarque C.3 : Pour tout entier k positif et pour j € {1, 2}, nous avons :
E-AY 2= D O
rel,seJ l<k

ou C({), C({), sont des sandwiches établis dans la définition A.2; I, et J,
sont des ensembles finis d’indices dépendant de k.
En effet le corollaire A.S5, nous montre que

(C.6) HUL-AY s D C(D)
Iskrsn
nous voyons donc
G(L-AYT= X GO aC-A) "
Iskr=sn

Il suffit de remplacer éjl.({ -A)! par une expression du type (C.6) pour
obtenir le résultat voulu. W
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Notation C.4 : Pour tous entiers &, [ et m, notons par & ([, k, m) I’ensemble
de multi-indices défini par :

d(l,k,m)={ae Nz,al Sl oy, < ket|af Sm}.

Nous avons le résultat suivant.

LEMME C.5: Soient A et B les opérateurs définis en (A.l1) et (A.2), nous
avons les expressions suivantes :

(C.7) [A.[A,B]]l= 3> d,3%, avec d e C™(T*)
ae (4,2,4)

(C.8) [B,[A.Bl]l= > 4,9, avec d,e C™(T%).
ae H(2,4,4)

Démonstration : Remarquons en premier lieu que, pour tous multiindices

« et ff dans NP, et pour toutes fonctions a et b dans C~(T?), nous avons la
formule suivante :

(C.9) [ad% bd'] = > dy 5 0°"°

0<a,0<B |0+0] < |a+p| -1
oli les fonctions d,, ; sont dans C”(T”). En effet
(C.10) a0 bl =ad*bd’ —bdad”.

Or il est immédiat de voir, en utilisant deux fois la formule de Leibniz, que

ad*bd’ =7 Cla(a* "b)d", Cl=clh ch

0<a

par ailleurs il est clair que le terme ab 9* P est supprimé dans 1’identité (C.10).
Ceci justifie ’expression (C.9).

Remarquons aussi que les opérateurs A et B se réécrivent comme suit :

2
A=Ea[all; B=2bk6§
1=0
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ou les fonctions a, et b, sont dans C™( T?). Ainsi nous voyons qu’il suffit
d’utiliser successivement la formule (C.9) dans les crochets [A, [A, B]] et
[B, [A, B]] pour obtenir les résultats voulus. Ceci termine la démonstration
du lemme. W

COROLLAIRE C.6 : Soit U(t) l’opérateur défini par
U(t) — etA eZtB erA _ e2t(A+B)
l’estimation suivante a lieu
(C.11) o)l =0().

Démonstration : Soit V(t) et F(z,,z,, 2;) les opérateurs définis dans le
cadre du lemmeB.2. Posons (=((,(,{5), K= +20,+(, et
d{ =d{, d, d{,. Nous remarquons que :

U(t)-2(A+B)U(t)=V(t)-2(A+B) V(t)

_ 1 it
_(Ziﬂ)b'frlx]':xl}e F(é‘)dé:
Posons
_ 1 43
H(z)_(szfmrzxr}e F(¢)de .

Nous voyons que 'opérateur U(t) est solution de 1’équation différentielle
suivante :

U(t) —2(A+B) U(t) = H(t)
U(0)=0.

La fonction t — H(t) peut se mettre sous la forme

H(t)= h(t)
i=1
ou les fonctions h(t) sont des produits finis des éléments de
CO( [0,+oo[,C°°(1T2)). Le lemme A.10 nous montre que les fonctions

h,(t), et donc H(t), appartiennent a CO( [0, + o[, C7( '[F2) ). Par conséquent
nous avons, en vertu du lemme A.11,

1
U(t) = er("‘”(“B)H(s) ds .
0
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2(t—s)(A+B)

Comme 1’opérateur e est borné, il nous reste a montrer que

IH(s)| = 0(1).
Nous avons vu dans le lemme B.2 que
F({)=2(4, =AY '[A [ABI1 (L, —AY (L - B) '(LG—A)!
~ (4, =AY (&, -B) '[B,[A,B]] ({,—-B) (L& —-A) !
(¢, —A)Y '[A [AB]) ({, A WL, -B)Y (L —A) .
Posons :
PO =2(L,—AY '[A,[A,B]] ({,—A) (&, -BY (G-A)!
p(0) == (L -A) (&, -B) '[B,[A,B]1 ({,-B) (- A)"'
pi(0) == (L, —AY '[A [A,BI1 ({ - A) (L, - B) *(G—-A) .
L’opérateur H(s) se réécrit :

3

— 1 143
H(s)= Z (2in)? y[r,xrzxrze pj(C)dC.

j=1

Nous allons montrer que pour tout j dans {1, 2, 3}, ’estimation suivante a
lieu :

T

Commengcons par ’opérateur p,({).
En utilisant le lemme C.5, nous avons I’expression suivante de 1’opérateur

p (L)

p(O)=2 > ({-A)Y 'd, 9L —AY WL —-B) (G-A)Y .

ae o£(4,2,4)
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La remarque C.3 nous montre que 1’opérateur

(&, —A)Y "d, %L, —AY (L, -B) !
se met sous la forme :
(L, =AY 'd "¢, —AY XL, -BY !
= > (G -A)Y 1 01C(0) C(0) (L, - BY .
k<a,iel.jeJ,

Comme le multiindice « est dans &/(4,2,4), nous avons o, <4 et
a, < 2. Par conséquent nous déduisons du lemme C.1 et du corollaire C.2
qu’il existe des constantes cm( r) et c,(j) telles que

(2, =AY " d, arCE) I < e, () [¢,]7 2707

k ~1 — 1+k2
19508, = B) Il < ], .
Par conséquent, il existe une constante ¢, telle que
-1 -2 —1 —340, 214 = 142
1CL =AY "d, 0%, =AY N(GL=-BY 'l <c, > 1617775157
k< a,
donc, nous avons I’estimation suivante :
~ ~3+a,2)p |- 14a 214 = 1
Ip (O <e > |67 B TR R G
ae (4,2,4)
Si nous faisons le changement de variables w =, {ip,({)]| se réécrit:
~ 5-ali2 -3 2 -1 5 12 -1
XY IR AE VI S [ B N B e N
ae of(4,2,4)

Nous voyons que pour ¢ assez petit, [|p,(w/t)|| est de la forme :

3
lp (/)| < 2" g(w)
ou la fonction g(w) est donnée par
~ -3+, 2 - l+a,/2 -1
g(w)=¢ 2 |, | Y, eos|”
ae o(4,2,4)

Dans ces conditions il est immédiat de voir que nous avons effectivement :

——3f K p(OHdr) =o(1).
I'xIhxTy
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En réitérant le méme raisonnement nous avons aussi :

1 K1 _ .

Finalement nous voyons que [|H(z)| =O(1) sur [0, 1].
Ceci termine la démonstration du corollaire C.6. W

COROLLAIRE C7: Soit R(t) l’opérateur défini par
R(t)=e?e® +ePe™ -2 %8 Pestimation suivante a lieu

(C.12) IR(HI =0(z) .

Démonstration : Soit W(t) et K(z,, z,) les opérateurs définis dans le cadre
du lemme B.3. Remarquons que

R(t) —(A+B)R(t)=W(t)-(A+B)W(t)

_ 1
(2in)?

f TR, ) dg g,
nr,
Posons

1

Z(0) = (2in )

J. e((l‘*(:)l K(é’], CZ) dC1 dCQ .
ryxr,

L’opérateur R(t) est solution de 1’équation différentielle suivante :

R(t) - (A+B)R(1)=2Z(1)
R(0)=0.

Donc nous avons

t
R(1) =fe("s)(A+B)Z(s)ds.
0

Pour avoir (C.12), il nous suffit, comme dans le cas du corollaire C.6, de
montrer que pour tout ¢ dans [0, 1],

IZ()Il =0(1).

vol. 30, n°® 3, 1996



380 Boun Oumar DIA et Michelle SCHATZMAN

Rappelons que k({,,{,) a I’expression suivante :
K({),80) = [AB] (({, =AY %(L—-BY ' = (L, -BY X(( -A) )
+ (4, —A) '[A [A,B]) ({, -A)Y (L, -B)!
- (6, - B) '[B.[A,B]]({,-B)Y *({ -A) .
Posons
7,8, ) = [A Bl (({, —AY (L, -B)Y "= (L, -BY (¢ -A) ")
ax({,6) = (6 =AY '[A, [A,B]] (¢, —AY (¢, -B) !

g:((,8,)=(¢,—B) '[B,[A,B]]1({,—-B) *(¢,-A) .

En utilisant les mémes techniques que celles utilisées dans la démonstration
du corollaire C.6, nous vérifions sans difficultés que pour i =2, 3

J'r re’“'“z)qi(cwéz)dcldCZ =0(1).

Regardons a présent 1’opérateur q,({,, {,).

En vertu du lemme B.1, nous remarquons que

f el(CH'C:) qi(cl’ Cz) dCl dCz =1[A, B] (erA e etB erA) )
IixTIy

. . A 1B B 1A o
Si nous exprimons [A, B] (€” e” — €™ e”) au moyen des intégrales de
Dunford, nous obtenons :

[A, B] (" e” — e e”) = G0y }ﬁ )zf e A, B] x
nxno,

x((L, =AY (&, =-BY "= (&, -B) (¢, -A)Y DYade, dL,
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Or Topérateur ({,—A) '({,-B) '= (L -BY (¢, -A) " se
réécrit :

(L, -A)Y (&,-B)Y "= (L -B)Y (¢, -A) '=

(6, =AY (L, ~=B) "[A,B] (L, -B)Y '({,—A) .

Par conséquent, en utilisant la notation C.4, nous obtenons I’expression
suivante

[A,B] (({,-AY "(&,-BY "= (L, -B)Y (¢, -AY D)=

> > 405G - AY (G -BY 'd (L, -B)Y (L, —AY!

ae £(2,2,3) e #(2.2,3)

ol d, et d; sont des éléments de C™(T?).

11 suffit de commuter 1a ou il faut, d’utiliser le lemme C.1 et le corollai-
re C.2, et d’effectuer le changement de variable w, = IC,-, i=1,2, pour voir
qu’il existe une constante k telle que

ITA, B] (e e® — )| < KiIt.

L’inégalité ci-dessus implique que

fr rer“ﬁ@ql(cl+Cz)dc1dcz =K.

Ceci termine la démonstration du corollaire C.7. H
Nous allons maintenant montrer la stabilité des formules M, (t) et M,(t)
définies respectivement en (1.5) et (1.6). Nous avons le résultat suivant :

LEMME C.8 : Il existe des constantes c, et c, telles que pour tout t dans
[0, 1[, les estimations suivantes ont lieu

(C.13) IM(t)] < 1+¢,t
(C.14) IMy(£))] < 1+c,t.

Démonstration : Si nous gardons les notations du corollaire C.6, nous
voyons que :

M(1) =% (U(ia) + 4P Y - 2(U(2) + ¢4
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Posons

S(1) = S(U(4) + U(114) €4+ P2 1 4B yyay) - L uuz) |
Donc la formule M,(t) se réécrit :

M (t)=8(t)+ "D

Or le corollaire C.6 nous montre que

[SCHI = 0(z) .

. A+B .
Comme le semi-groupe {e'( " )},2 o €st de contractions nous voyons que

M, ()] =1+0(z) .

Regardons maintenant 1’opérateur M,(t).
Posons

L(t) = erB ezm etB _ e’lr(A+B) '

En vertu du corollaire C.6, nous avons, par symétrie :
[L(eH ] = O(r) .

Remarquons que la formule M,(¢) a ’expression suivante

My(1) =3 (U2) + L(2) + 24 D) ~ L (R(1) +24*)

=P 4 L (AU + (1)) — R(1)) .
Le corollaire C.6 et le corollaire C.7 nous montrent que
M ()| =1+ 0(z).

Ceci termine la démonstration du lemme. W
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CONCLUSION

Nous voyons donc, qu’il existe une constante c¢ telle pour tout entier n
positif I’estimation suivante a lieu

I(M(Ti))'| < &7, TeR" et %<1

I (MATIn))'| < e, TeR" et+<1.

SN
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