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m MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol. 30, n® 5, 1996, p. 607 & 635)

ESTIMATION DU TAUX DE DECROISSANCE POUR LA SOLUTION
DE PROBLEMES DE STABILISATION, APPLICATION A LA STABILISATION
DE L’EQUATION DES ONDES (*)

par Assia BENABDALLAH (1) et Michel LENCZNER (1)

Abstract. — This paper is devoted to the estimate of the exponential decay rate of some
evolution problems. Three different methods are proposed. Application to optimal control of the
wave equation with internal or boundary control are given. In addition, estimates of the norm
of the Riccatti operator and of its inverse are given. It is shown that they are linked to the estimate
of the exponential decay rate.

Résumé. — On considére le probléme de la stabilisation de systémes linéaires distribués. Pour
des systémes dont la solution est exponentiellement décroissante, une estimation du taux de
décroissance est obtenue. On distinguera trois classes d’hypothéses formulées sur des équations
abstraites et conduisant a Uestimation du taux de décroissance de la solution. Des applications
sont faites dans le cas de l'équation des ondes avec différents types de controles : contrble
optimal interne, contréle optimal frontiére, controle H_ et contréle en vitesse.

1. INTRODUCTION

Pour des systemes linéaires de dimension finie, le taux de décroissance de
la solution d’un probleme de stabilisation est I’abscisse spectrale. Pour les
systemes lin€aires de dimension infinie, il n’y a pas de résultat analogue qui
soit général. Des travaux assez récents [1], [4], [7] traitent de I’estimation de
ce taux de décroissance pour la stabilisation de !’équation des ondes par un
contrdle en vitesse. En particulier, le résultat [7] en donne une caractérisation
optimale. Cette derni¢re est basée sur I’analyse microlocale, bien adaptée pour
la compréhension des phénomenes de haute fréquence. Le résultat indique que
le taux de décroissance est fonction de 1’abscisse spectrale de 1’équation
stabilisée et du temps moyen que passeraient des rayons optiques dans le
domaine de contrdle s’ils étaient issus de n’importe quel point du domaine et
se reflétaient sur ses bords selon les lois de 'optique géométrique.

L’estimation du taux de décroissance pour des systemes linéaires de di-
mension infinie stabilisés par un contrdle général (par exemple par un contrdle

(*) Manuscrit regu le 27 mars 1995 et sous forme révisée le 13 décembre 1995.

(") Université de Franche Comté, Laboratoire de Calcul Scientifique, 16, Route de Gray,
25000 Besangon, France.
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608 A BENABDALLAH, Michel LENCZNER

optimal) ne semble pas avoir été abordée L’objet de notre travail est d’ef-
fectuer cette estimation pour certaines classes de systemes incluant en parti-
culier I’équation des ondes avec contrdle interne ou frontiere Notre étude est
orientée vers la stabilisation par des contrdles optimaux, cependant d’autres
types de stabilisation peuvent entrer dans le cadre de cette étude A la fin de
ce travail, le cas de la stabilisation par contrble en vitesse est envisagée

Décrivons les trois cadres abstraits étudiés dans ce travail Le premier n’est
pas spécifique de la stabilisation par un contréle optimal Il suppose que
I’opérateur qui envoit les conditions initiales du systeme stabilisé sur la
solution est un 1somorphisme sur son image Le taux de décroissance de la
solution est une fonction de la norme de cet opérateur Il est montré que
I’équation des ondes avec contrdle interne (optimal ou en vitesse), amnst que
sa stabilisation par un contrdle frontiere en vitesse relevent de ce cadre

Les deux autres cadres abstraits sont spécifiques au contrdle optimal Ils
sont basés sur des hypothéses a prior: sur la fonctionnelle et la solution du
probléme de contréle optimal Pour simplifier, on suppose toujours que
I’opérateur de Riccati est un 1somorphisme Dans les deux cas, le taux de
décroissance est estimé a 1’aide des normes de I’opérateur de Riccati et de son
mverse Le contrdle optimal de 1’équation des ondes par contrdle interne ou
frontiere avec observation complete rentrent dans le deuxieéme cadre abstrait
Le troisieme cadre abstrait releve du cadre de [8], 1l suppose la coercivité de
la fonctionnelle Les exemples d’applications de ce cadre sont assez triviaux
et ne sont pas étudiés ici

2. LE CADRE ABSTRAIT

Dans ce paragraphe on utilise le cadre abstrait utilisé par [3] Soit U et V
deux espaces de Hilbert séparables munis des produits scalawres ( .,. ),
(+,.)y et des normes |.|, et v Soit A le générateur infimitésimal d’un
sem groupe fortement continu sur ¥ de domame D(A) Soit B, un opérateur

défin1 sur V et a valeurs dans U On considere le probléeme de contrdle
optimal

min  J(v) ¢))
ve LR* V)
associé
— 2a I’équation d’état
d,u=Au+Bv avec u(0)=u, 2)

ot uye Uetve LA(R", V)

— a l'observation y = Ru,

M? AN Modelisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



SUR LA STABILISATION DE L’EQUATION DES ONDES 609

— et a la fonctionnelle définie sur I’ensemble des solutions u € U de
I’équation d’état (1) associée au contrdle v :

J(v) =J‘R+j(v)(t) dt avec j(v)(t)= lRu[?J(t) + (Nv,v), (1)

oll R et N sont des opérateurs positifs autoadjoints définis respectivement de
U dans U et de V dans V, et N est coercif.

On note P, lorsqu’il existe, I’opérateur de Riccati associé au probléme de
contrdle optimal (1), (2). Il est solution de 1’équation algébrique de Riccati

2{PAy, y) — IVN" ! B*Py|2=~ ‘Ry[2 pourtouty € D(A). 3

Dans toute la suite, nous supposons que P existe, c’est-a-dire que le probleme
de minimisation admet une solution unique. Différentes approches permettent
de définir P et de prouver son existence et son unicité c¢f. [3] et [8], ainsi que
les références de [8]. Dans tous les cas envisagés ici, P est supposé €tre un
isomorphisme.

On considere successivement une méthode d’estimation du taux de décrois-
sance de I’énergie a 1’aide d’une méthode générale. L’estimation du taux de
décroissance obtenue fait intervenir les normes de 1’opérateur de Riccati, de
son inverse et celle du semi groupe associé au probleme stabilisé. Ensuite deux
méthodes d’usage plus restreint sont introduites. Leur intérét est qu’elles
n’utilisent pas la norme du semi-groupe. Ces deux méthodes sont relatives aux
hypotheses suivantes.

— La premicre concerne le cas ou il existe une constante a > 0 telle que
pour toute solution de (1), (2):

. 2
J(v) = aluly. @)
Dans ce cas la fonctionnelle sera dite coercive.

— La deuxi¢me concerne le cas ol il existe «;, a, > O tels que la solution
du probleme de contrdle optimal (1), (2) vérifie :

J. j(v)(t)dt = o r‘ ]u]f,(t)dt— a2]u|%,(s) Vse R* @)

uniformément par rapport aux données initiales.

vol. 30, n® 5, 1996.



610 A. BENABDALLAH, Michel LENCZNER

Ces trois méthodes font I’objet des trois premiers théoremes. Le reste de ce
travail consiste en des exemples d’illustration de ces théoremes.

3. TROIS METHODES POUR L’ESTIMATION DU TAUX DE DECROISSANCE
Dans ce paragraphe, on introduit trois méthodes différentes pour 1’estima-

tion du taux de décroissance de la solution de problémes de contrdle optimal.
L’ordre de présentation va de la méthode la plus générale a la moins générale.

3.1. Méthode générale d’estimation du taux de décroissance
La méthode présentée dans ce paragraphe s’applique aux problemes de

stabilisation généraux. Elle n’est pas spécifique a la stabilisation par le
controle optimal.

Considérons le probleme d’évolution :
d,u+Au=0 avec u(0)=u,e U.

On suppose que A est générateur infinitésimal d’un semi groupe (S(7))
fortement continu de domaine D(A). Considérons I’opérateur

U - LY (R*, U)

&
u —>S(t)u.
On note :
j (S(t)u,S(t)u),dt
Il 1> = sup 5
ue U 'ulU

On note u(t) =S5(t) u, la solution semi groupe de condition initiale .

THEOREME 1 : Si l’opérateur S est un isomorphisme de U dans son image
alors pour toute donnée initiale uy, u(t) est exponentiellement décroissante et
plus précisément :

_
lu(D))2, < 112 1P |ug|3 € Tl -
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SUR LA STABILISATION DE L'EQUATION DES ONDES 611

Preuve : La décroissance exponentielle de la solution résulte du théoréme
de Datko [2]. Du fait que & est un isomorphisme,

™ "1 % Hu(0) < L ISCe) ulyde < N1 (O -

Du fait de I’invariance des propriétés de &/ par translation par rapport a ¢ cela
est équivalent 2 :

+

lat™ "1 )y < f ISCe) ullyde < NN uCs)], -

On applique alors le lemme suivant :

LEMME 2: Si ¢ € L'(R") est positive et telle qu’il existe deux constantes
a, et a, telles que

+o0

a1¢>(s)$.[ Pp(t)dt< o, p(s) Vse R*

S

alors :

P(1) < %gb(O)e"aLz V=0,

Preuve du lemme 2 : Du fait de la deuxieme inégalité :

J. ¢(s)ds < a2¢(0)e_é§ Ve=0.

t

Le lemme résulte ensuite de la premiere inégalit€. O
Le lemme 2 appliqué avec ¢ = || S(¢) uotlfj implique I’estimation du (i).
Cela acheve la preuve du théoreme 1. 0O
Remarque : Si A admet une base de vecteurs propres orthonormés, alors

I’abscisse spectrale de A est égale a

_ 1
20l ||

3.2. Cas de I’hypothése (4°)

Dans ce paragraphe on donne une estimation du taux de décroissance de la
solution de (1), (2) lorsque I’hypothése (4°) est vérifiée.

vol. 30, n°® 5, 1996



612 A. BENABDALLAH, Michel LENCZNER

On considere le cadre général (1), (2) avec ’hypothese (4). L’opérateur de
Riccati P est supposé€ étre défini dans U et a valeurs dans un espace de Banach
X. On suppose que X=U’ou bien U=X’car c’est le cas dans les
applications visées, mais ce n’est pas indispensable.

THEOREME 3 : Si l’opérateur de Riccati est un isomorphisme de U dans X
et si [’hypothése (4’) est vérifiée alors la solution de (1), (2) vérifie la
majoration :

ot

2 -1 2 e ——
lu| () < P |l [Pl eluyly € iPianr i+1y VE=0.

Preuve : L’application de P a gauche de I’équation (1) montre que pour la
solution (u, v) du probléme de contrble optimal (1), (2) :

0 Pu,u)y , (1) =—j(v)(1) Vie R* )

donc ( Pu, u)y , est une fonction décroissante de z. L' hypothese (4°) implique :

f a,|ul’(2) dt < (Pu,u)y ,(s)+ a,|ul’(s) Vs=0

or
(Pu, u)y () < [P |u|i(t) V=0
d’oit
+oo P
Ji (Pu,u)x‘u(r)dr$—";”((Pu,u)x,u(s)+a2|u|%,(s))
d’ou :
+oo P
j_ (Pusu)x,u(f)dfS-";[l—"(l+a2|IP_IH)(Pu,u>(S)-

On applique alors le lemme de type Gronwall démontré dans [6] :

LEMME 4: Si ¢ € L'(R") est positive décroissante et si il existe une
constante C >0 telle que

f+m¢(t)dt$ Cop(s) Vse R™

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SUR LA STABILISATION DE L'EQUATION DES ONDES 613

alors,

G(1) < ¢(0)e!"C Vre R*,

avec (1) =(Pu, u)y (1).
Draprés (5) et le fait que P est positif, les hypothe¢ses du lemme 4 sont
satisfaites, d’ou :

@)

(Pu, u)y y < (Pug, ug)y y € TPlteir T+ VE>0.
Enfin, comme P est un isomorphisme, il vient

@y

2 -1 2 -V
[y () < PI NPT uply e " TPICaate T+ 1y
ce qui montre le théoréme 3. O

Remarque : Si on sait que dtlul 2(t) <0 alors on a une meilleure
estimation du taux de décroissance :

!
)u|§/(t) < |u0|§,e1_ Pl +on .

Pour obtenir cette inégalité, il suffit d’appliquer le lemme précédent a

P(1) = |ul(t).

3.3. Cas avec coercivité de la fonctionnelle

Considérons le probieme (1), (2) vérifiant I’hypotheése (4). Supposons que
I’opérateur de Riccati P appartient & I'ensemble £(U) des applications
linéaires définies sur U et a valeurs dans U (c’est le cadre de [2] et [4] par
exemple). Dans ce cas, I’ operateur P est positif auto-adjoint et le contrdle
optimal noté v est v =~ N~ ' B*Pu ob u désigne la solution optimale. La
norme de P dans £ (U) est notée || P||. Dans toute la suite on supprimera les
barres sur la solution optimale u, v.

THEOREME S : Si ’hypothése (4) est vérifiée et si P est un isomorphisme

alors la solution de (1), (2) est telle que la semi norme ||\/ﬁu”y est
exponentiellement décroissante :

IVBull? < |VPu,|% & 771
et

- _ ot
[w200) < IPIIP™ M [w(0)[% e TrT -
vol. 30, n°® 5, 1996



614 A. BENABDALLAH, Michel LENCZNER

Remarque : Si P n’est pas un isomorphisme, la premiére majoration reste
vraie.

Preuve : 1’application de I’opérateur P a gauche de ’équation (1) impli-
que :

%8, Pu,u)y = (PAu, )y + (PBY, u),

comme v=—N_lB*P, on a:

3,(Pu, )y = 2(PAu, u), — 2| VN~ B*Pul?. (5"
D’apreés 1’équation de Riccati (3) :

2(PAu, u)y =— |Rul®+ |[VN ' B*Pul?. (6)
La somme de (5°) et (6) entraine :
3,(Pu, u)y,(t) = — |Ru|3(t) = |[VN~" B*Pul2(2) =—j(v)
donc, d’apres I’hypothese (4) :
8,(Pu,u) (1) < — a|u|3(1) .

Par ailleurs P e £(U) donc (Pu,u), < ||P| |u|%/ donc :

3,(Pu,u) (1) < —"—;‘jw(Pu,u)u(t)

ol
(Pu, u)(t) < (Puy uy) e 1Pl

c’est la premiere inégalit€. La seconde partie est immédiate. [0

Remarques : (i) L’hypotheése (4) est trivialement vérifiée si R = 1.
(ii) Le choix optimal o de a est:

lul2(0) + VN T B Pul2(1)
a,= sup sup

2
te R* uge U lul

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



SUR LA STABILISATION DE L’EQUATION DES ONDES 615

ol les ue LX(RY ;U) sont solutions de ’équation
du=(A-BN" "B*P)u avec u(0)=u, et le taux de décroissance
o
0

optimal est w = .
Pl

(iii) Dans [3] les auteurs montrent que si (A*, R) est exactement contrd-
lable alors P est un isomorphisme sur U. Dans ce cas |VPul y ©st une norme
équivalente a la norme de U. Si de plus, (— A, B) est exactement contrdlable,
alors P~ est I’opérateur de Riccati associé au probléme dual.

4. EXEMPLES D’APPLICATIONS

Dans cette partie, nous appliquons les deux premieres méthodes a la
stabilisation de 1’équation des ondes. On traitera successivement la stabilisa-
tion a I’aide du contrdle optimal avec contrdle interne, avec contrdle frontiere
de type Dirichlet et Neumann, puis a I’aide du contrdle H_ avec contrdle et
perturbation interne et enfin la stabilisation de 1’équation des ondes avec un
amortissement en vitesse.

On note £2 un ouvert régulier de R% Le cylindre 2 x R™ est noté Q, et
la frontiere 82 x R* est notée X. La norme de L*( Q) est notée | .]. Suivant
les cas, I’énergie et les espaces U, X seront tels que :

E(1) =% (|Vul*(1) + [auX(1)) et UcH'(Q)xLYQ).X=U’

ou bien

E(t)=%(|u|2(z)+uuui,-,m)(t)) et XcH(Q)XL¥(2),U=X".

On rappelle le théoréme de [3]:
THEOREME (FL.T.) : Si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(H,) pour tout 0<T<+oo il existe C.>0 tel gque

T
j |B*eA*'u|V < CT|u|€, pour tout u € D(A*)
0

o B* est le dual de B vérifie B* € L (D(A*),V),

(H,) Re L(U),R=R*=0,

vol. 30, n® 5, 1996



616 A. BENABDALLAH, Michel LENCZNER

(H;) Pour tout uye U, il existe ve LARY;V) tel que si ;(;) est la
solution de (2) associée a v alors j(E) < + oo,

alors 1’équation algébrique de Riccatti admet une solution unique. Cette
solution est un isomorphisme dés que (A%, R' /2) est exactement contrdlable
sur Uintervalle [0,T] pour un T <+ oo.

Dans tous les cas considérés, 1’opérateur de Riccati est un isomorphisme de
U dans X et s’écrit sous forme matricielle :

p= Pll PIZ)
B P2! P22 ’

4.1. L’exemple de I’équation des ondes avec contréle optimal interne

Considérons des ouverts réguliers 2, et 2 < Q et des fonctions b et
¢ e L7(L) positives, telles que b = by >0 dans Q, et ¢ = ¢, >0 dans
Q. Pour lapplication des théorémes1 et 3, on choisit les espaces
U=Hy(Q)xL(L2) muni de la norme |[(u,v)|}=|Vu|>+|v|?
V=L 2,), X =U’et les opérateurs R, N sont respectivement le ¢V et la
fonction indicatrice de €2, définis dans H '(2) et L*(R). La fonctionnelle est
donc :

J(”)=%J.R+ e Vul*(2) + [0] g, (1) dr. Q)

Notons u(x,t) la solution de I’équation des ondes avec contrdle interne
partiel :

82u — Au = bv dans Q
u=0 sur X 8
(u,0u)(t=0) = (uypu,) dans Q.

D’apres [8], pour tout v € LZ(Q), il existe une solution de (8) telle que
ue €°([0,T]; Hy(R)) n€'([0,T];L*(RQ)) pour tout T> 0. De plus si
duy € L*(R2), alorsu e €°(RY, H(R)) ce qui justifie les calculs ultérieurs
par régularisation des données initiales et passage a la limite.

Si Q, contrdle géométriquement 2 alors I’existence de P est assurée par le
théoréme (FL.T.) car H, et H, sont trivialement vérifi€es et I’hypothese de
contrdle géométrique est une hypothese de contrdlabilité exacte qui implique

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SUR LA STABILISATION DE L’EQUATION DES ONDES 617

H (cf. [8]). Si de plus 2 vérifie la méme propriété que 2, alors P est un
isomorphisme, la solution du probléme de contrdle optimal (1), (7), (8) est

v = — bp. L’équation des ondes stabilisée par le contr6le optimal interne est
donc :

a;“,u — Au=—b*( P, u+ Py, du) dans Q
u=0 sur X 9)
(u,0u) (t=0) = (uy, u;) dans

la formulation du systeme d’optimalité associée est :

Su—Adu=—-bp dans Q
ap—Ap=—div(* Vu) dans Q

(10)
Uu=p= 0 sur X

(u,0u)(t=0)=_(uyu,) dans £.

Posons p(t) =(P(u,du), (u, 0,u))(t) =~ (u,dp)+(ou,p) définie
pour (u, p) solution de (10). Notons A P'opérateur associé a 1’équation (9)
formulée sous forme de systeme du premier ordre :

] 0 1
A= A4-b*P, —-b°P,,

et S(t) le semi-groupe engendré par A, défini sur I’espace de Hilbert U.
L’opérateur &/ est défini par :

U - L*(R*, U)
L
(thgyuy) — (u, 0,u) =8Ct)(uy u,) .

THEOREME 6 : (i) Si les domaines 2, et Q_ vérifient les hypothéses de
contrdle géométrique alors la solution u de I’équation (9) est exponentielle-
ment décroissante, et le théoréme 1 s’applique a I’opérateur & ci-dessus.

(i) Si Q_ = Q dans tout le domaine alors le théoréme 3 s’applique avec
a, et o, définis en (12).

(iii) Si Q, = Q2 alors la norme de l’opérateur de Riccati est estimée par
[P < C(b,c) ou C(b,c) est définie dans la démonstration ci-dessous.

(iv) La norme de P~ ! est bornée :

2
gcec,+ 1
1P s ===
e(2 —ecy)

vol. 30, n°® 5, 1996



618 A. BENABDALLAH, Michel LENCZNER

N 2 . .
oun €< oo et les constantes c,, c¢,, ¢, et ¢, sont calculées ci-dessous.
s

Remarque : La constante c; utilisée dans la démonstration du (iii) est
apparemment liée a la contrdlabilité de 1’équation (8). Quand elle tend vers
I'infini C(c,) tend aussi vers Iinfini.

Preuve : Montrons le (i). Du fait que 1’opérateur de Riccati est un isomor-
phisme, I’opérateur & est continu. Son injectivité est évidente. Enfin I'image
de &/ est fermée car la multiplication de (9,) par d,u et le fait que P soit
continu entraine ’inégalité :

E(u)(0) < Cf E(u)(t)dr.
R*

Ainsi &/ est une bijection continue d’un Hilbert sur un Hilbert. C’est donc un
isomorphisme. Montrons (ii). Pour cela, montrons qu’il existe a; >0 et
a, >0 tels que

JAHQE(u)(I)dt <

+ oo
< al_lf ]cVulz(t)+ |bp}2(t) dt+ o, aflE(u)(s) Vse R*. (11)
La multiplication de (10,) par u entraine :
B,I ududx—|dul>+ [Vu|2=J b” pu dx
fo) Q
d’ol

+ oo + oo
%J‘ |a,u|2(t)+|vu|(t)dtsf |Vu| () +

+%( |bpl2(t) + Ibulz(z))dt+%j wdu(s)dx.
Q

On définit alors ¢, =c,(b) par:

f b v’ dx < )| VulZz g

b
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comme

J. ududx(s) < max (1,¢y) EQu)(s)
o)

et:
+oo 1 +o0
f |Vu|2dts_—f lcVu|2dt
s c‘l S

N 2 . ., - . 2
ol ¢, représente la constante de Poincaré et ¢, = inf ¢°(x). On a
xe 2

f+mE(u)(t)dt <

< (1 +%) %—JW |cVu|?(t) + |bp|*(2) dt + % max(1, c,) ECu)(s).

1 vs

24 &

a1=4——+?1-, a2=2max(1,co). 12)

Montrons (iii). Pour ¢ défini par — 4g=p dans 2 et g=0 sur 9L,

I’équation f (10,) 4,9 dx conduit a:
Q

1
5 9( 10,Va|*+ |p]*) =JQcVucV d,qdx .

Si ¢ désigne le sup c, alors 1’équation ci-dessus intégrée entre ¢ et 1’eo conduit
fo)
a:

([6,Vq|2+|p|2)(t)$[ 2—15]cVu|2+—%EZ[V6,q|2dxdt pour £>0.
t

Par ailleurs, 1’équation J‘ (10,) g dx conduit a:
Q

f 3:Vq Vg dx + |p|2=J. cVucVqdsx.
Q Q
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Son intégration entre ¢ et 1’eo conduit a:

f la,Vq]Zdt=j Ip[Z—chVuchdx dt+jga,qdqu.
1

t

Utilisant cette majoration ainsi que :

5 2,1 2
J.QcVuchdx$ §|cVu| +§—€|ch|

A 2, 1 2 *
et JQ aVqVgdx < 5 |og] +57 |p|"pour Ae R”

dans la majoration obtenue précédemment :

"'Co;}L 2 éc 2
(1~ > >|6,Vq[ +<1—§7|p| )S

<

- ce 2,712, € 2
Sf' <1+7)|0Vu| +clp|”+5; [c Vq| dt.

On choisit ¢ > 0 assez petit, et

ec, cA -
c;1= max (1——02—,1—28*3)
0<c<max<—2_— H)

X
coch ci

est positive. Si bien que :

i - - c
[9,Vq|* + |p|* < czj (1 +C~28) | Vu|2+c(1 +§?—E> |bp|? dt
T
avec la constante ¢, de type Poincaré€ telle que :
lc Vg|? < ¢;|49|> pourtout g e H* N H(’)(Q).

Enfin, pour la valeur particuliére g, de ¢ telle que 1 +C—28=E(1 +5= ) et
la constante

ce,
C(b,c)=c, 1+—2——
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il vient,
[9Vq|* + |p]*> < C(b,c)fw lc Vu|® + |bp|* dt
'
c’est-a-dire :
IPCu, du)|1*> < C(b, e XP(u, du), (u,d,u)).

Ce qui implique que ||P] < C(b,c).

(iv) Du fait que 9E=- J‘Q bzp du dx,

+ 00
N

1 2, 1 2
E(s) sij (elbaul® +1 |bp|?) de
pour tout &> 0. De I’égalité :

|a,u|2= IVu|2—J.!2 bzpudx+a,fguatudx

on déduit

+ oo ) + oo 8’ 1
j' |9,u| (z)drsf |Vu|2+§|bu|2+;|bp|2dt—fgua,udx(s)

4 oo
Sc4f |Vu|2+|bp|2dt+max(l,co)E(u)(s)

, —1+\T+4¢

1
c, = avec &=
4

& <

. . 8, .
c’est-a-dire solution de 1 + 56 = ZL’ Par ailleurs :
€

1 2 1 2, 1 2
E(s)$§£ e|b oul -—E|Vu| +E(|bp| +|Vu|2)dt.
On pose ¢5 = ||b||,2:.(9), on obtient

E(s) $%(scsc4+%) (Pu, u)y,. () +ec§E(s).

vol. 30, n® 5, 1996



622 A. BENABDALLAH, Michel LENCZNER

Donc :

S5 S 51 = 5c) (Pu, uy,. ,(s)

pi) < Lt ] te> 0 tel que 2 0

I Il SH2-e) pour tout & > 0 tel que 2 — ec5 > 0.

Cela donne D’estimation de la norme de P~ ', et achéve la preuve du théo-
reme. [

Remarque : Le raisonnement qui a été€ fait sur I’équation (9) peut aussi étre
mené sur le systtme d’optimalité (10). L’intérét de travailler sur le systéme
d’optimalité est que le générateur infinitésimal du semi groupe considéré
n’utilise pas 1’opérateur de Riccati. Du point de vue des applications, I’abs-
cisse spectrale du générateur infinité€simal est alors beaucoup plus facile a
calculer ; Ce résultat fait I’objet du théoréme suivant.

Ici on note % le graphe de P. Comme P est un isomorphisme, % est un
espace de Hilbert muni de la norme produit de UXxX,
](u,p)]%,xxz |u|§j+ |p|)2( (on rappelle que X=U’). Considérons
I’opérateur

U — LX(R* ;U)
B
(u,0u,—0p,p)(t=0) — (u,du,—0p,p)

et le générateur infinitésimal du semi groupe associé a (10) :

0 Id 0 0
A 0 —b%> 0
A= 0 0 0 Id

- div(*V.) 0 -4 0

THEOREME 7 : (i) Si P est un isomorphisme, alors le théoréme 1 s’applique
a l'opérateur B ci-dessus.
(i) §i Q,=Q2,=Q et b=c=1 sur tout le domaine 2 alors le taux

o+ Vi + 1,

de décroissance est p=-—72 5 ot Ay est la premiére

valeur propre du Laplacien sur £2.
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Remarque : Pour la situation décrite au (ii), et dans le cas du contrdle en
vitesse, c’est-a-dire si v =-du dans (8), alors

u=supyRe(~1-VI=47)
: A

ol le sup est pris sur les A valeurs propres du Laplacien avec conditions de
Dirichlet homogenes.

Preuve : Comme 1’opérateur & du théoréme 6 et I’opérateur P sont des
isomorphismes, I’opérateur & du théoréme présent en est aussi un, ce qui
montre le point (i). Montrons le point (ii). Le systtme d’optimalité associé a
ce probleme s’écrit :

2

du—Adu=—p dans Q=QxR"

af,p —dp=—Adu dans Q (13)
u=p=0 sur 2

(u,0u) (t=0)=(uyg u,) dans £

od pour tout 7>0, ue €°(0,T;HY(R))NE' (0, T;L*(R)) et pe
€°0,T;L*(2))n ¥'(0,T;H '(Q)).

On note g€ €°%(0, T; H(2)) N %](O,T;Hé(Q)) la solution unique du
probléme suivant défini a chaque instant t € R™ :

— 4dg=p dans Q
qg=0 sur 9Q2. (14)

Utilisant le fait que 1’opérateur de Laplace avec conditions de Dirichlet est un
isomorphisme de H*(Q) dans LZ(.Q), I’équation (13,) s’écrit :

afrq+p=—u. (15)

Notons (4, w,); . , 1a famille des valeurs et vecteurs propres du Laplacien sur
€ avec condition de Dirichlet. Les (w,), . y sont les vecteurs propres d’un
opérateur auto-adjoint d’inverse compact. Ils forment une base Hilbertienne de
I’espace L*(Q). Le couple (u, p) se décompose sur cette base :

(u(x, 1), p(x, 1)) = >, (u(1), p(1)) wx)

ieN
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de méme g(x,t) = > g,(t)w{x). La projection du systtme d’optimalité
ieN
(13) sur la base des (w;), s’écrit:

2 ,
o, u,+ A u;=~-p, dans R”
af,p,. +Ap,=Au dans R",avec 4 q;,=p, (16)

(u,0u;) (t=0)=(uy; u,;) dans Q

ol u,; et u,, désignent les projections de u, et u; sur w, Posons:

$1) =% ((au)+ 212+ 408,94, +p})
wit) =pt+ il T(t) =4 q" +u’ a7

p(t) =9,p,u,—oup,;.

LEMME 8: Si (u, p;) vérifient les équations (16) alors, avec les notations
(17) :

() 8, I;=4(p,~ v,)

(11) at ¢,’ =—9;

(iii) 9,9, = -y,

Gv) ;=4 v,
Prewe: (i) tésulte de (16,)u,+7-(16,), (i) résulte de
16 ‘
(16,) ou, + ( y 2) ap;, et (i) de (16,).p,—(16,).u. O

i
LEMME 9: (i) ¢, est solution de I’équation différentielle du quatrieme
ordre :

a‘r‘mqji +4 A a:2r¢i -¢,)=0

2
avec 9,9, =20 et 099, <0.
(ii) Les racines u de l’équation caractéristique sont telles que :

p==2422\Vi2+4,.

(iii) La seule solution ¢, admissible est :

$(1)=p(0) M avec w=-\-2i+2VZ+1,.

Preuve : Le (i) est obtenu par substitution dans les équations du lemme 8.
Le (i1) est un simple calcul. Pour montrer (iii), on utilise (ii) et le fait que
a,2,¢i =0 et 909, <0, cest-a-dire /ul.z Z20 et u,<0. DO
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D’apres I’orthogonalité des fonctions propres w,,

$(1) =2 (lou|>(0) + |Vu|*(2) + 8, Vg |*(1) + p|*(1) = 3 ¢,

te N

et d’apres le lemme 9 :

p(t)="> ¢,0)eH

e N

et comme les y, sont décroissantes lorsque i croit,

P(1) < 9(0) .

En particulier :

E(1) < ¢(0) &'

avec p,=— \/ —-24,+2 1(2, + A, ou A, est la plus petite valeur propre
du Laplacien. Ce qui acheve la preuve du théoreme 7. O

4.2. L’exemple de I’équation des ondes avec contrdle frontiére de Dirichlet

Soit d € N* et 2 un ouvert borné régulier de R’ dont la frontiere I” est
réguliere. Considérons un ouvert 2 £ de frontiere réguli¢re et une fonction
positive ¢ € L™(£2), telle que ¢ = ¢ >0 dans .. On considere le contrdle
optimal de 1’équation des ondes par un contrdle frontiere de type Dirichlet,
déja étudié dans [8]. Comme dans [8], on note x, un point de Rd,
m(x)=x-—x, pour xe R, n(x) la normale a I" sortante de £,
I'(x)={xe I tls que {m.n(x)=0}, TIx)=I-1I(x,),
T=IxR", Z(xy) =T(xy) xR", Zu(xy) =Tu(xy) xR™.
Considérons la fonctionnelle :

2
L3(Z(xo)) dt (18)

J(v) =%L |cu)® + |v

ol | .| désigne la norme de L*(2) et u est la solution unique de 1I’équation
des ondes avec contrble frontiere :

du—Au=0 dans QxR
u=vsur X(x,) et u=0surZ.(x,) (19)
(,8u)(t=0) = (upu,;) € LX(2)xH '(Q)
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ou v e LZ(Z(xo)) L’énergie associée a ce probleme  est

E(t) = ( IIo ullH_ 'y + |u[ )(t) D’apres [8], la solution u# de I’équation
c1- dessus vérifie u € L°(0, T ; L*(R)) pour tout T < co. De plus le probleme

de contrble optimal min  J(v) admet une solution unique
ve LY(Z(x))

ue L*(R* ;L*(2)). Le contrdle optimal est v =Vp.ne LX(Z(x,)) ol

le couple (u, p) est I'unique solution du systeme d’optimalité

u—Au=0etd,p—dp=~c’ udans Q x R*
Vp.n+u=0sur X(xy),u=0sur Z.(xy)etp=0sur X
| u(0) = uy d,u(0) = u, dans 2 (20
(u, 9, p,8p) € LY(R" x Q) x L(R* ;H '(2))
(X LA(R* ,H '(2))xL}(R* x Q).

Considérons I'opérateur de Riccati P défim de L*(2)xH '(Q2) dans
LA Q) % H(l)(Q) par P(ug, u,) =(—9,p(0),p(0)). Par construction, la
solution contrdlée u appartient a LE(R+ % ). Le théoreéme de Datko [2]
permet de conclure a la décroissance exponentielle.

L’opérateur &/ défim du graphe Gr(P) de P dans LY(R* ; Gr(P)) par
(g, wy, ppy) = ((u, 0u,0p,p)(t)), g+ Vérifie le:

THEOREME 10: 1) St P est un isomorphisme,

(1) Le théoréme 1 s’applique,

(1) Le théoréme 3 s’applique avec o, et o, donnés en (21).

2) St 2 = et s1 ¢ est wdentiquement égal & 1 alors P est un isomor-

phisme. De plus, la démonstration ci-dessous permettra d'estimer || P~ 1|| et
el

Preuve : 1) (1) 1l suffit de vénfier que I'1mage de & est fermée 1.e 1l existe
C>0 telle que-

+ oo
|u(0))* + 1 0u(0O) 1 - 1) < cf [T+ llou() 3 ) dr -
0

Il suffit de fare :

fg(a,p—dp=~czu)a,pdx.
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On obtient §dt | P(u, au)H —I cu d,pdx, d’ou I'inégalité cherchée
Q

avec C dépendant de || P|, de | P™'|| et de c.

(ii) Pour presque tout t € R, on définit w € HZ(Q) N H(I)(Q) solution
de :

— Aw =udans Qetw =0 sur 90Q2 .
Le produit scalaire dans LY Q) de (20,) avec w donne :

f E(t)dt$(1+cl(x0))f (4|20

(1 Cz)E(s)

avec Cx(xo) tel que |Vw . n|2: i)y S €1(X) u|2 gy €t ¢, tel que
4 2oy S 6 |u |7 (q)- L’application d’un lemme du type Gronwall [4] 2
la fonction décroissante (P(u, du), (u, d,))(¢) conduit a (ii) avec :

_ 1
a

)
l-—m =—max(l,cz).

et o, >

2) Soit ¢, la constante de Poincaré et R(x,) = sup |m(x)|. On utilise la
xe Q
technique des multiplicateurs exposée dans [8]. On considére les trois égalités

j(a,,p—Ap=—u)Vp.mdx, j(aﬂp—Ap=—u)pdx
e 2

t f (0,p—dp=—u)9d,pdx. On déduit des deux premicres :
Q

fw I PCu, ) (£)11* dr < R(x,) fm

s

js+mfg2u(Vp.m+(d; 1)p>dxdt+[jaa'p(vp.m+%—12p)}+”

(d-1) »

> .
5 co)/O on aura:

Si on choisit £¢>0 tel que: l—e(Rz(x0)+
+ oo + oo

f |9,p|* ds < R(xo)j f |Vp.n|? drds+2 [ul +
t t I'(xg)

+2R(xy) 1 P(u, du) ()?

vol. 30, n°® 5, 1996



628 A. BENABDALLAH, Michel LENCZNER

La troisieme inégalité donne :

+ o0 4 00
2 1 2 2
IPCu, du) ()| < f o el f ald,p|”.
La combinaison de ces deux inégalités conduit a :

(1= aR(xy)) I1P(u, 0u) ()% <

< Max (R(xo) a,2—;—+%) (P(u,0u), (u,0,u)).

Donc, si on choisit >0 tel que: 1—aR(x,)>0 on aura:

Max(R(xo)a,—z—eg+ 1)

1Pl < e

ol : Cy(xy) =1~ aR(x).

Pour montrer que P est un isomorphisme et estimer la norme de son inverse
on introduit Oye Hy(R2) et la solution (6,d,0)e LA(R" ; Hy(2)) x
LA(R*; L*(2)) du probléme de contrdle optimal dont I'équation d’état et la

fonctionnelle sont :
0"— 40 =f dans QxR”
0(0)=0, et 0(0)=0 dans £,

J(f) =%L VO | drde.

On note fe LAR*;LYQ) ) le contrdle optimal. En
J ((3u—A4du).0=0)dxd:, on obtient
QxR*

(00 = |

}.udxdmf VO . nudr dt
R*xQ

Z(’f())

d’ot on déduit pour [0(0)|l o, =1,

”u1 I H (2) <

faisant

< V(P(u, 0, (u, 04)) (0) max CIfll 2 way 1V0 -1l 12 50y -
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Or [Ifl fx+ xay < CE(0(0)) ot C a été définie au (jii) du théoréme 6. Par
la méthode des multiplicateurs [8], et du fait que 8 € Lz( R* ; Hl( 2)),ona:

IV0 . nll 25y S C(x0) (ECOC0)) + IflZ2mr xa2y) -

Comme 2E(0(0))= |0, ||12,,1(Q), on en déduit une estimation de
lu, Il - 1(@y- Le méme raisonnement peut &tre mené pour u,, cela conduit a
I’estimation

o ® + Ny 15 100y S CCxo) (P(u, 8u), (w,01)) (0). O

4.3, L’exemple de I’équation des ondes avec controle frontiére de Neumann

Dans ce paragraphe, on applique les théorémes 1 et 3 au probleme du
contrdle frontiere de type Neumann pour I’équation des ondes.

On suppose que Q=Jlab[cR, TI'=02, 2=IxR",
V=L2(Z), X=U’od U=H'(RQ) x LZ(Q) et R et N sont les opérateurs
identité définis respectivement dans H 1(Q) et dans L2(F ). La fonctionnelle
est alors :

J(u):%jw [ Vil ia oy + 0152y 47 (22)

ol u est la solution de 1’équation des ondes avec un contr6le frontiere de type
Neumann.

du—Au=0 dans QxR
Vu.n=v sur X, (23)
(u,0u) (t=0)=(ugu)e U.

L’hypothese H, du théoréme (F.L.T.) découle du résultat de contrdlabilité
exacte de [8], les hypothéses H, et H, sont vérifiées dans [3] donc le probléme
de contrble optimal est bien posé et P est un isomorphisme. Pour tout
(ugu,)e U, tout ve L2(2 ) et tout T>0 il existe une solution unique
ue €°([0,T); H'(R2)) n€°([0,T] ;LA (2)) " L¥(R* ;H'(R)). De
plus, le probleme de contrdle optimal (1), (22), (23) admet une unique solution
5=—p| r ot (u,p) est solution du systtme d’optimalité :

Fu—du=0 et 8 p—Adp=-du dans QxR*
Vu.n=—petVp.n=0 sur 2,
(1(0),uw(0)) = (', u')
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we L(R" ;H'(Q2)) et pre L(R* ;LX(I)).

THEOREME 11 : Les hypothéses du théoréme 3 sont vérifiées avec «, et
a, données par (25).

Preuve : Vérifions les hypothéses du théoreme 3. Il suffit de vérifier I’hy-
pothese (4°). D’apres (5), c’est équivalent a2 montrer qu’il existe deux cons-
tantes a; et «, telles que :

2 ay J'*“’ E(t)dr < (P(u,9u), (u,du))y ,(s)+2a, E(s).

On multiplie (23), par u. On a

GIJ‘ ududx— |6,u|2+ |Vu|2=—J' pu dx 24)
o) r

f E(t)dtsf |V“|2+%|p|2+21{|”|12}(r)d’+%f (wou)(s)dx
& K Q

< l+%c‘J. ]Vu|2+ |p|iz(r)dt+%max(1,co)E(S)

avec ¢, tel que:
2 2
]u],_z(r) < ¢, |Vul|®.
On en déduit que I’hypothese (4’) est vérifiée avec

__1 =%
a1—4+cl, a2—2max(1,co) (25)

et donc le théoreme 11 aussi. O
THEOREME 12: Si d=1 ||P7 | < C(x,) ou C est donné par (28).
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Preuve: —394,E =f u,pds implique
r

+ o0

2
2 di <

£ 2 '
E(u)(s)$-2-f |14,|Lz(r)dt-§-ﬁjx |p

+ oo
; 1
< %L |0,u]*(b) + 5 (P15
On fait alors J. (23),2(x = x,) 9, udx, on obtient
e

a,f (2(x—x0)6xu6,u)dx+f |ou|” dx —
Q 2

—f [|6,u|2(x—x0)]Z—J. 3 w(x—xy)oudx=0
r 2
or
2[ O u(x—x,) dudx=—|oul*+ [|8xu[2(x—x0)]f:.
@

En posant x,=a il vient

(b—a) |ou|*(b) <

< a,fg 2(x—x5) 0 udu+ |a,u|2+ |6xu|2dx+ |p

jz(r) (b—a). (26)

Par ailleurs, en faisant J. (23,) u dx, il vient
fe)
B,J. uoudx—|ou| + |axu|2+J. puds=0 27
(e Ir
(26) + (27) donne
(b-a) |a,u|2(b) < 6,<f 2Ax—a)du a,u+ua,udx> +
e}

%o 1 2
+(2+7l8xu|2+(b—a+§) |P|L2(r)>
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donc

T 2 1 1%
|0u|”dt < g—— max | |b-al,5 5 ) E(u)(s) +

+

1 5 %o b 1
pogmax{2+%5.b-a+3 (Pu, u)

S1 bien que

E(u)(s) ( 1 -%ﬂz) < (51—8+,Bl) (Pu, u)

ol
_ 1 l E_O- __1_ & l
,Bz—b_amax<b—a,2,2>, et /)’I—b_amax<2+2,b_a+2)
& )
On  chosit  ¢<ég, 1-5f=0, e on en  dédut

E(u)(s) < C(e){Pu,u) D’ou 1P~ < inf C(e) (28) D’ol le théo-
£<g

réme

Remarque On peut de nouveau définir I’opérateur &/ du graphe de P dans
L*(R"* , Gr(P)) comme dans le cas du contrdle frontiere de Dirichlet Cet
opérateur est a 1mage fermée car s1 on considére le systeme d’optimalité on
a af,p —Adp=— Adu, en posant w solution de —Aw=p dans 2 et
w =0 sur I" et en multiphant I’équation en p par 3w, on trouve que

2 2 2
6,” a,p]lu eyt |P| =2<axu’ axtw>
+ oo

D’ou [[P(u, a,u)ll;(SJ‘ Iaxu|2dx+]latp||i,l, st bien que

s

+ 00

E(u)(s) < f (1+ Pl ECu)(2) dr

s

1
1P~

4.4. L’exemple du controle H_

Le théoréme 1 s’applique aussi a des problémes stabilisation par un contrdle
H_ formulés sous forme de probléme de min max
Considérons 1’équation d’état

ou—Adu=b v+b,w dans Q=0 xR"
u=0 sur X (29)
u(0) =uy 0,u(0) =u,
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dans laquelle v désigne le contrdle et w la perturbation. Soit la fonctionnelle :

1 a2 .2y 42
Jy(v,W)=§<f[R+ |cVu|2+ jo]* =y |w| dt>

ou b, b, et ¢ sont des fonctions définies comme les fonctions b et ¢ du
paragraphe 4.1 relativement a des ouverts 2, , 2, , £2_ et y un réel strictement
positif. On étudie le probléme de min-max :

inf sup Jy(v, w).
ve L}(Q) we LY Q)

Le systeme d’optimalité associé & ce probléme est :

6"u—Au=—b%p+y_2b§p dans Q
a"p—Ap=—div(c2Vu) dans Q
u=p=0 sur X

u(0) = uy, du(0) =u,

(30)

ol (u, p) ont les mémes régularités qu’au paragraphe 4.1.
L’opérateur de Riccati est défini par :

U —->X
P :
(u(r),0u(t)) — (—ap(1), p(1))

ou U et X sont définis au paragraphe 4.1. Comme dans le cas du contrdle
optimal :

1
AP (u(t), 0u(t)), (u(r), 3u(t)))y x=— |Vu|* - |b1p|2+? b, p|* .
L’équation (30, ) stabilisée par ce contrdle est :

d,u— Adu= (- b2 +y 2 bg)(Py21 u+P,y,0du) dans Q
u=0 sur X2 @31
u(0) =uy, u(0) =u,.

Dans ce cas, le théoréme 1 s’applique encore a condition que I’opérateur de
Riccati P, soit un isomorphisme. Par contre le théoréme 3 n’est applicable
qu’a condition que la fonction

o(2) =(P,(u(t), 0u(r)), (u(1), 3,u(1)) )y x
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soit décroissante. Ceci est vrai en particulier si le support de b, est inclus dans
celui de b, et si b, < b,. Dans le cas général, le théoréme 3 ne s’applique pas.

4.5. Autres domaines d’applications

Le théoréme 1 s’applique a d’autres types de problémes de stabilisation.

Considérons 1’équation des ondes amorties avec b défini comme au paragra-
phe 4.1 :

u—Au+bdu=0 dans Qetu=0suroQ (32)

avec les conditions initiales (ug, u,). Notons U = H(l,(Q) X L2(.Q) et Ale
générateur infinitésimal du semi-groupe associé a 1I’équation (32) :

0 Id
4 -1d

et &/ I’opérateur défini exactement comme au paragraphe 4.1 mais associé au
semi-groupe ci-dessus.

THEOREME 13 : Les hypothéses du théoréme 1 sont vérifiées pour 1’équa-
tion (32).

Conclusion : Nous avons proposé une méthode générale de calcul du taux
de décroissance de la solution de probleme de stabilisation. Nous 1’avons
appliquée a I’équation des ondes stabilisées par contrle optimal, contrdle
H_ et amortissement en vitesse. Par ailleurs, nous avons proposé deux
méthodes d’estimations du taux de décroissance pour des problémes de
stabilisation par contrdle optimal. Elles montrent que les normes de 1’opérateur
de Riccati et de son inverse peuvent servir d’indicateur de ce taux. Une de ces
méthodes a été appliquée aux différents problemes de contrdle optimal envi-
sagés. Enfin, une estimation de la norme de 1’opérateur de Riccati a été
obtenue dans certains cas.
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