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MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
m MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol 31, n°7, 1997, p 871 a 890)

CONTROLE DISTRIBUE DE L’EQUATION DES ONDES
DANS DES DOMAINES MINCES (*)

by Louis Roder TCHEUGOUE TEBOU (1)

Résumé — Nous étudions par la méthode HUM de J L Lions, la controlabilité exacte
interne d’un corps tridimensionnel de faible épaisseur Ensuite nous faisons tendre le paramétre
représentant l’épaisseur vers zéro et nous établissons que la limite du contréle exact est le
controle exact du systeme lumite bidimensionnel. Nous démontrons aussi des résultats de
convergence forte pour la swite des controles

Abstract — We study by the method HUM of J L Lions, the exact internal controllability
of the vibrations of a body of small thickness Afterwards, we let the thickness parameter go to
zero and we prove that the linit of the sequence of exact controls 1s the exact control of the
2-dimensional limit system We also prove strong convergence results for the sequence of controls

1. INTRODUCTION

Soit 2 un ouvert borné et suffisamment régulier de R% Le domaine mince
d’épaisseur e est noté O° et est donné par O° .QX] 2[ Le
domamne dilaté noté O est donné par O=Q2 X | — 1 2[ et T désigne
un nombre réel quelconque strictement positif.

On se donne {yo, yl} dans des espaces de Hilbert appropriés et I’on se

propose de trouver un contrdle v distribué dans tout ’ouvert O° tel que, si y
est la solution du systeme

y'=Ay=v dans 0O°x ]0,T[

D_0 sur Q x{ } x 10, T
(1.1) dv
y=0 sur an]—§,+§[x]0,T[

y(0)=y", y(0)=y' dans O°

on ait

(1.2) y(T) =y(T) = 0 dans O°.

(*) Recerved April 1996 , accepted July 1996
(") Insutut de Recherche Mathématique Avancée, Umuversité Lowms Pasteur, 7, rue René
Descartes, 67084 Strasbourg Cedex, France
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872 Louis Roder TCHEUGOUE TEBOU

Maintenant, nous allons nous ramener a un domaine fixe en procédant
comme dans [9]. Pour ce faire, on introduit la transformation suivante :

(X, %y, x3) € O° > (24,2,,23) € O
ol ’on a posé

zo=x, ae(lL2}, z=2

a «
De méme, pour toute fonction f, on pose

f(xp Xas x3) :.f'e(zla 2y, Z3) .

Avec tout cela, le probléme a résoudre devient : pour {yg, y:} convenablement
choisis, trouver un contrdle v, distribué dans tout I’ouvert O tel que si y, vérifie

Y, —4,y,=v, dans O x]0,T][

ay, 1
=0 sur QX tf x 10, T[
(1.3) av
y,=0 sur GQX]——IZ-,%[X]O,T[
y,(0)=y), y(0)=y. dans O
avec
N e &
Ae:_—2‘+_2+e 2—2
9z, 0z, 075
on ait
1.4) y(T)=y,(T)=0dans O.

Avant de poursuivre, nous rappelons que la contrdlabilité exacte de 1’équa-
tion des ondes dans des domaines minces a été d’abord abordée par J. L. Lions
dans [7, chap. 5] dans le cadre de la contr6labilité exacte frontiére, puis ont
suivi les travaux de J. Yan (c¢f: [12]) et de J. Saint Jean Paulin-M. Vanninathan
(¢f. [9]), dans le méme cadre.

Dans notre travail, il est plutdt question du cas des contrdles distribués dans
tout I’ouvert O ; les résultats de contrdlabilité dans ce cas sont plus simples a
établir que dans [7, 9, 12]. En effet, les résultats de contrdlabilité des
Sections 2 et 3 se démontrent facilement en utilisant les idées de Haraux [4].
Dans la Section 4 nous considérons le cas oul les données initiales yg et yi sont
trés régulieres ; la technique introduite dans [4] n’est plus appropriée parce que
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CONTROLE DISTRIBUE DE L’EQUATION DES ONDES 873

les données initiales du systtme adjoint homogene (cf. (2.2)) manquent de
régularité. Nous avons alors utilis€ une technique basée sur la dualité et le
théoréeme de Hahn-Banach. Une fois que, pour e fixé, le probléme de contrd-
labilité exacte est résolu dans les différents cas considérés aux Sections 2, 3 et
4, on fait tendre e vers z€ro et I’on montre que U, converge dans un sens
convenable vers une limite v qui est le contrdle exact du systeme limite associé
a (1.3). Pour finir, nous démontrons que sous des hypothe&ses appropriées sur
les données initiales y‘: et yi, on peut approcher le probléeme de contrdlabilité
3-D par le probléme de contrdlabilité 2-D. La suite de cette étude se présente
comme Ssuit :

2. Contrdlabilité exacte dans 1’ouvert dilaté et convergence de la suite des
contréles.

3. Cas des données initiales moins réguliéres.

4. Cas des données initiales plus réguliéres.

2. CONTROLABILITE EXACTE DANS L’OUVERT DILATE ET CONVERGENCE DE LA
SUITE DES CONTROLES

Dans tout ce paragraphe ainsi que dans ceux qui suivront, on pose

_ 1 R
V—{ueH(O),u—Osura.Qx] 2,2[}

et on munit ’espace V de la norme suivante

2.1) “uuf_-_f%—%fg{(g_z)zw%)ue (gzus)}dzdm

puis on désigne par V,, 'espace de Hilbert ainsi obtenu et V/ désignera
I’espace dual de V,.

Nous allons a présent mettre en ceuvre la méthode d’unicité hilbertienne,
H.UM.,, présentée dans [6], pour résoudre le probléme de contrdlabilité
exacte. Introduisons ¢,, solution du systéme

o) —4,9,=0 dans O x]0,T[

99, 1 :
Fe sur 2x3§ t 5[ X ]o, T{
22)

p.=0 sur a2x]-11[x]0,1(
¢e(0)=¢)g, (p;(0)=(pi dans O.

Remarque 2.1 : On montre que lorsque (pg e L*(0) et (oi € V’, alors la
solution ¢, de (2.2), vérifie :

(2.3) p,€ G([0,T];LY(0))n€'([0,T]; V).
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874 Louis Roder TCHEUGOUE TEBOU
Le lemme suivant sera utile pour la suite :

LEMME 2.2 : I existe deux constantes positives c, et c,, indépendantes de
e, telles que

1 1

0,2 1,2 , 02 0o 1p2 15
(2.4) Cl{ o, |3L2(0) +le,l V‘;}2 < lol Lox10,T) S (,‘2{ e, alLZ(o) + el v;}z'
Ce lemme se démontre sans difficulté ; il suffit d’utiliser les techniques

de [4].
Posons

(2.5) F,=L*(0)xV, F.=V,xL¥0)
et définissons

T 1
(2.6) I{e2 o2} 7, = { fo fo(qoef dz dt}z.

Grice au Lemme 2.2, on sait que || . ||, est une norme sur F, uniformément
équivalente a la norme de F,.

Considérons le systéme rétrograde

W, —4,y,=—¢, dans O x]0,T[

vy, 1
=0 sur QXx{x5rx10,T(
@.7) v 2
v,=0 sur 8Qx]—%,%[x]0,T[

wv(T)=0, w(T)=0 dans O.

D’aprés [6], on sait que le probleme (2.7) posséde une et une seule solution
v, vérifiant

(2.8) w,e 4([0,T];V,) n€'([0,T];L*0)).

Définissons alors I’opérateur

2.9) A, F,>F,
par
(2.10) 4800, 0.} ={wl(0), - v (0)}.
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On vérifie sans peine la relation suivante :

@1 wA 4400 0} 00 02D, = {0 02} I,

d’oil I’on déduit

2.12) I AN g ry =1

D’ autre part, on montre facilement que 4, est continu et satisfait a la condition
(2.13) 4, oFrny S 1.

Donc 4, est un isomorphisme de F, sur F_. Par conséquent, prenant le couple
des données initiales {y(e), y:} du systeme (1.3) dans F’, I’équation

(2.14) Af0) ot} ={y., - 2}

admet une solution unique dans F,. En vertu de la définition de 4,, on a

(2.15) v(0) =y, w(0)=y
Si I’on choisit le vecteur contrdle par
(2.16) v,=—g,

alors, on constate que y, est solution de (1.3). Or avec (2.16), le systeme (1.3)
posséde une et une seule solution y,; donc y, = y,. Comme y, vérifie

(2.17) w(T)=0, y.(T)=0 dans O

on a donc (1.4). Ainsi est établi le résultat suivant :

THEOREME 2.3 : Pour tout nombre réel strictement positif T, pour tout
couple de données initiales {yg, yi} du systéme (1.3), pris dans F_, le systéme

(1.3) est exactement controlable et le contrdle exact v, est donné par (2.16).
T

R L o 2
En outre, v, est le contréle qui minimise la quantité I w dzdt sur

. ovo
I’ensemble des contrdles admissibles.

Maintenant nous allons étudier le comportement limite du systeme (1.3).
Pour ce faire, on suppose que les données initiales yg et yi vérifient

(2.18)

1 ~1

IWl,<c et y>—3° dans H'(O) faible
y,—=7F dans L*(0) faible

ou ¢ est une constante positive indépendante de e. On a alors le

vol. 31, n°® 7, 1997



876 Louis Roder TCHEUGOUE TEBOU

THEOREME 2.4 : Lorsque e tend vers zéro, le contrdle exact v, du systéeme
(1.3) donné par HU.M., est tel que

(2.19) v,— ¥ dans L*(Ox 10, T[) faible

e

ou U est indépendant de z, et D est le contrdle exact du systéme

V- A4y=0 dans 2x]0,T[
(2.20) ¥=0 sur 02x]0,T]
7(0) =73, 7(0) = MH(F") dans R

avec M(F') et 4, définis par

1 2
(2.21) ﬂ(il)(zl,zz) = fz 1)71(21,22, z;)dz; et A4, =—6—2+‘a‘-
"2

En outre, on a

y,—¥ dans L7(0,T; H'(0)) faible *
(2.22)

y.— 5 dans L7(0,T;L*(0)) faible * .

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin des deux lemmes suivants

LEMME 2.5 : Sous les hypothéses (2.18), soit ¢, la solution de (2.2) avec

(02 et go: données par (2.14). Alors, pour une sous-suite convenable extraite de

{e}, que nous notons encore {e} pour simplifier, on a

(pg — (p‘,z dans L*(O ) faible
(2.23) 1 1 -1 :
M(p,)— ¢, dans H () faible *
ainsi que
(2.24) ¢, —¢. dans L*(0,T;L*(0)) faible

ou ¢, est la solution du systeme

o7 —4,9.=0 dans Qx]0,T[
(2.25) p.=0 sur 9Q2x]0,T[
9.(0) = M(p2), ¢0)=9! dans Q.
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LEMME 2.6 : On suppose que (2.18) a lieu. Soit y, la solution de (2.7) avec
@, définie par (2.2) et (2.14). Alors, pour une sous-suite convenable extraite
de {e}, que nous notons encore {e} pour simplifier, on a

(2.26) w,—y. dans L7(0,T;H'(0)) faible *
ainsi que
(2.27) w.— . dans L7(0,T;L*(0)) faible *

ou y. est la solution du systéme

w!—Ad,y.=—¢. dans 2x]0,T[
(2.28) w.=0 sur 0Qx]0,T][
v (T)=0, wu(T)=0 dans Q.

Esquisse de la Preuve du Lemme 2.5 : Grice au Lemme 2.2 ainsi qu’a
(2.14) et (2.18), on a les estimations suivantes

1021l 20y < € (229.1)
(2.29) loolly, <c (2.29.2)
19l 120y x 10,71 < € (2.29.3)

11 découle de (2.29.2) que

(2.30) “ﬂ((Pl)le (e) sc.

On déduit alors de (2.29.1), (2.29.3) et (2.30) qu’a une extraction de sous-suite
pres, on a (2.23) et (2.24). Maintenant, nous allons montrer que @, est solution
de (2.25). Puisque, les données initiales de (2.2) sont peu régulieres, on ne peut
pas faire tendre e vers zéro directement dans le systéme (2.2) ; nous allons
donc procéder comme dans [2]. Introduisons la fonction r, définie par

23D r(zt) =f 9(z,5)ds+1,(z)
0

ou 7, est la solution de

- 41 —(pvll3 dans O

I

a‘[e 1
(2.32) v = 0 sur Q2x { + i}
7,=0 sur an]-—%,%[.

vol. 31, n® 7, 1997



878 Louis Roder TCHEUGOUE TEBOU

On vérifie sans peine que r, est la solution du systeme

r!—d4,r,=0 dans O x]0,T[
or,
=
r,=0 sur an]—%,%[x]O,T[
r(0)=1, r(0)=¢) dans O

1
sur 2x1{+=¢x10,7T[
(2.33) { 2}

et qu’'on a ’égalité de 1’énergie

234 o) l72gy+ 17D = (07l F20y + 7,12 Vie [0,T].

D’autre part, grice a (2.29) et (2.30), on montre sans difficulté qu’a une
sous-suite extraite de {e} pres, on a

(2.35) 7,—~1, dans H'(O) faible

et

r,—~r dans L7(0,T;H'(0)) faible *
(2.36)

¥— ¢ dans L7(0,T;L*(0)) faible *
avec r indépendante de z, et vérifiant

r"—4,r=0 dans Qx]0,T[
(2.37) r=0 sur 9Qx]0,T[
[(0) =1, r(0)=M(p)) dans Q.

De plus, la fonction 7, est la solution du systéme

(2.38)

—Azr*z—wi dans Q
7.,=0 sur 0Q.

Si on pose a = ¥, on vérifie a I’aide de (2.37), (2.38) et de la relation suivante
(239) re €([0,T];Hy(Q2)) N €"([0,T];

LY(2)) nG*([0,T): H (Q)).

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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que /4 est la solution du systéme
h”"—A,h=0 dans Qx ]0,T[
(240) h=0 sur 92X ]O, T[
h(0)= M (¢l), h(0)=¢, dans Q.
Puisque ¢, =7,, la combinaison de (2.24) et (2.36) donne
2.41) p.=r'=h
d’ott ’on déduit que ¢, est bien la solution de (2.25). O
Esquisse de la preuve du Lemme 2.6 : Pour tout t € [0, 7], on a ’iné-
galité de I’énergie

242) WAt 720y + v (D12

< (D) {I1W0) [ Facay + 1w (O 2+ 10, 220 10,115}
d’olt I’on déduit, en utilisant (2.15), (2.18) et (2.29.3), que
(2.43)

=<

I l/’;” L=(0,T; L% 2)) sc
Il =0, 7.0y < €-

A une sous-suite extraite de {e} prés, on a donc les convergences

w,—w., dans L7(0,T;H'(0)) faible *
(2.44)

w'— w. dans L7(0,T;L*(0)) faible *

ol y, est une fonction indépendante de z, vérifiant (2.28). [T

Esquisse de la preuve du Théoréme 2.4 : Griace a (2.15), (2.18) ainsi
qu’au Lemme 2.6, on a

(2.45) w.(0) =3, wi(0)=.4(5) dans Q.
Puisque y, =y, et v, =— ¢, (voir (2.16)), on a alors (2.19) et (2.22) avec
(2.46) U =~9¢., J=y.

pour une sous-suite convenable extraite de {e}; ceci montre que y est la
solution de (2.20). L’application de la méthode d’unicité hilbertienne, H.U.M.,
au systéme (2.20) permet de déterminer ¥ de fagon unique ; donc toute la suite
v, converge vers U et par suite, toute la suite y, converge vers . [

On a le résultat de convergence forte de la suite des contrdles.

vol. 31, n® 7, 1997



880 Louis Roder TCHEUGOUE TEBOU

THEOREME 2.7 : On suppose qu’en plus de (2.18), les données initiales du
systéeme (1.3) vérifient

- 4,5°=9,®1 dans O
oo e ax{<3)
(2.47) W* sur QX _i

1
ySzO sur an]—%,i[
g,€ H 1(.Q),ge—>g dans H™ 1(Q)fort

et

(2.48) yizzi@l; zieLz(Q); zi——)y1 dans L*(RQ) fort.

Alors la suite des contrdles {v,} satisfait

(2.49) v,—> 0 dans L*(Ox]0,T[)fort.

Preuve : On rappelle que v,=— ¢, On vérifie alors sans peine que

T
fo J.O(u,_,)2 dz dt =foy§ 0o dz— (@) Yo,
(2.50)

<[ Sttt o, ),
o

Passant a la limite dans (2.50) et utilisant (2.47), (2.48), (2.35) et (2.38), on
obtient

T

(2.51) en‘_%j fo(ve)zdzdtzjgyl 0odz— 4o 0h P Duco -

0

L’application de la méthode H.U.M. au syst€me (2.5) montre que

T
(2.52) fo fg(f; )2 dzd;:fgy‘ P di — - @0 I Moy -

Combinant alors (2.4), (2.51) et (2.52), on obtient (2.10) et la preuve du
Théoréme 2.7 est terminée. [
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3. CAS DES DONNEES INITIALES MOINS REGULIERES

Dans le probléme que nous venons de résoudre, les données initiales yg et
y: du systtme (1.3) étaient prises respectivement dans V, et L*(0). Mainte-
nant, nous allons les choisir dans L2( 0) et V; respectivement ; dans ce cas,
les données initiales qog et qa: du systéme (2.2) vérifient

3.1 eV, ¢leLl’0).

Dans cette section et la section suivante, ¢ désigne différentes constantes
positives indépendantes de e.

On ale

THEOREME 3.1: Pour tout T>0, il existe un contrdle
- L2 , . . .

v,e [H(0,T;L°(0))] tel que la solution y, de (1.3) satisfasse la condi-
tion y(T)=y,(T)=0 dans O. Plus précisément, on a v,=¢,, on la
fonction ¢, est la solution du systéme (2.2). En outre, U, est le contréle qui

minimise la quantité |u| (Hico, 7,13 0y)y SUr l'ensemble des contréles admis-
sibles.

Pour démontrer ce théoréme, on commence par démontrer le

LEMME 3.2 : I existe deux constantes c, et c,, positives et indépendantes de
e telles que

1
(3.2) e{ 10015, + 101 7200y02 < 1000 20 10,17

1
02 142 =
< Cz{ N ¢e”VE + “ o, H LZ(O)}z

et on procéde comme dans la preuve du Théoréme 2.3.
Maintenant, nous allons faire tendre le paramére e vers zéro ; on a le

THEOREME 3.3 : On suppose que les données initiales yg et y}z du systeme
(1.3) vérifient

yg — yg dans L2( O) faible

(3.3) . o 1 1 .
1y ly, sc et AM(y,)—y. dans H () faible* .

Alors, lorsque e tend vers zéro, on a

(3.4) v,—~v dans [H'(0,T;L*(0))Y faible*

vol. 31, n® 7, 1997



882 Louis Roder TCHEUGOUE TEBOU
o v est le contréle exact du systéeme

Y= d,y.=v  dans £x10,T[,
3.5) y.=0 sur 9Q2x1]0,T[,

y.(0) =) Y(0)=y. dans Q.

En outre, on a

(3.6) y,—y. dans L7(0,T;L*()) faible * .
La preuve de ce théoréme découle aisément des lemmes suivants

LEMME 3.4 : Sous les hypothéses (3.3), les données initiales de (2.2), (pg et
qo: vérifient a une sous-suite extraite pres

0 —¢° dans H'(O) faible
(3.7

g, —¢' dans L*(O) faible

o (po est une fonction indépendante de z,.
En outre, on a

9,—~¢ dans L7(0,T;H'(0)) faible *
(3.3)

¢,— ¢ dans L7(0,T, L*(0)) faible *
ou @ est la solution du systéme

"= A4,0=0 dans Qx]0,T[
(3.9) 9=0 sur 0Q2x1]0,T[
0(0)=9°, @(0)=.4(¢") dans Q.

LEMME 3.5 : Lorsque e tend vers zéro, la solution y, de (2.7) vérifie
(3.10) w,— vy dans L7(0,T;L*(0)) faible *
avec y satisfaisant a

y'—d,y=9" dans £ x]0,T[
(3.11) w=0 sur 3Qx]0,T|
w(T)=0, v(T)=0 dans O.

Ces lemmes se démontrent de la méme maniere que les lemmes 2.5 et 2.6.
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Dans la situation présente, on a le résultat de convergence forte de la suite
des controles

THEOREME 3.6 : On suppose gu’en plus de (3.3), les données initiales du
systeme (1.3) vérifient

(3.12) y2= z‘j ®1; zg € LZ(Q) et zg — yg dans LZ(Q)fort
et
(B13) Yy =2®1; e H Q) e 22—y dans H '(Q) fort.
Alors, lorsque e tend vers zéro, on a
(3.14) v,—>v  dans [H'(0,T;L*(0))Y fort.
Preuve : Nous avons (3.4) et nous savons que
(3.15) v,=9¢” e [H'(0,T;L*(0))].
Pour établir (3.14), il nous suffit de montrer que pour toute suite {f,} vérifiant

(3.16) f,e H(0,T;L*(0)) et f —fdansH'(0,T;L*(0)) faible

on a

GAD o, i rxonKPefeduro.rion = w1120 KY »Nrio,1:220)y

Si on démontre cette propriété, on en déduit facilement (3.14) par application
du théoréme de Hahn-Banach. On sait que

T
[H‘(O.T;LZ(O))](ve’fzz)H‘(O,T;LZ(O))=_f f 9. f, dzdt
(3.18) 0vo

T

* 7 '
w@'0.1; 22000 AV Harco, 1,200 =~ J.o Jo P deds

de sorte que la propriété précédente sera démontrée si nous montrons que

(3.19) ¢, = ¢  dans L*(0,T;L*(0)) fort.

Grace au Lemme 3.4 et, a (3.12) et (3.13), on montre comme dans le cas du
Théoréme 2.7 que (3.19) a bien lieu; ceci acheéve la preuve du Théo-
réme 3.6. O
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4. CAS DES DONNEES INITIALES PLUS REGULIERES

Dans cette section nous nous intéressons au cas ou les données initiales de
(1.3) sont plus régulieres ; nous allons préciser cela par la suite. Pour le
moment nous allons introduire quelques notations utiles pour la suite. Soit
{}v{, ok = l} la suite des valeurs propres de I’opérateur ~— 4,. On sait que
les €léments de cette suite sont tous strictement positifs et que cette suite est
croissante et tend vers linfini. Introduisons a présent la suite
{Zk’ .,k = 1} des sous-espaces vectoriels de V, de dimension finie telle que
siue Z , alors on a

- d,u=7, ,u dans O

du 1
11
u=0 sur BQX]_?Q['

On note Z, ’espace vectoriel engendré par kk>)1 Z, . tout €lément u de Z,

oo

s’écrit u = > u, , avec u, ,€ Z, .. Pour tout « € R, on définit la norme
= Yy, , :

3

(4.2) lul = 2% u,|?
1

ol ici et dans la suite, |f| désigne la norme usuelle de f dans Lz( 0).

On désigne par D; le complété de Z, pour la norme | . ||
particulier pour tout u € Z,

on a en

a,e?

(4.3) Melly = lully,. Mullo,={u], ful_1.=luly,.

Pour d’autres détails concernant les espaces D, nous renvoyons le lecteur 2
[5]. On choisit les données initiales de (1.3) comme suit

@.4) Poyte Doxv,.

Dans ce cas, les données initiales de (2.2) vérifient

“.5) {020} e V. x D!

ol nous avons posé D, ' = [D.]" La solution ¢, de (2.2) vérifie maintenant

(4.6) 9, € ([0, T]; V.)€ ([0,T];D;").
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L’énergie du systeme (2.2) donnée pour tout t € [0, T] par

E(0) =5{10L0)] 3+ 10, (D151}

est indépendante du temps ; on a

@7 E(1)=E(0)=2{14%1%,+ loki%. ).

Dans la suite, ( .,.) désigne le produit de dualité entre V/ et V,, et
(.,.) le produit de dualité¢ entre D, Det D:. Pour démontrer le résultat de
contrdlabilité exacte, nous avons besoin du lemme suivant

LEMME 4.1 : Il existe deux constantes positives k, et k,, indépendantes de
e et il existe e, >0 tels que pour tout e <e, on ait

1
02 12 =
(48) kl{ “ ?. ” \'A4 + ” @, ”DZ ! }2 < !I (ﬂe ”LZ((),T; 1%9)

1
101 20,7 vy Kok oI5, + Nl 1 12

Preuve : La deuxieéme inégalité de (4.8) est facile a établir ; elle découle
immédiatement du fait que 1’énergie £, est constante au cours du temps. Cette
deuxiéme inégalité est valable pour tout e > 0. Maintenant, nous allons
démontrer la premiére inégalité de (4.8); pour ce faire, introduisons ¢,
solution du systeme

7 —4E,=0 dans Qx ]0, T

0
o f;:o sur .Qx{:t—%}X]O,T[
£,=0 sur an]~%,%[><]O,T[

c(0)=EeD, &(0)=¢€eV,.
On sait (cf. [5]), que la solution &, de (4.9) vérifie
(4.10) ¢, € €([0,T]:D,) N €'([0,T];V,).

Soit re %°([0,T]) telle que r(T)=#(T)=r(0)=0, r(0)=1.
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Multiplions la premiere équation de (2.2) par »&, et intégrons par parties sur
O x]0,T[ ; il vient alors

T
{(= 02 &)+ (ol EN}r(0) - 2f (1), & (1)) r(t)dt —
4.11) 0

T
- fo((/’e(f),fe(f))7"(t)dt=0_

D’apres le théoretme de Hahn-Banach, on sait qu’il existe ég € Dl et
&l e V, tels que

0 1 0.2 1 0
- s Gp = E‘ . e = . "
4.12) {( 9.8 =lo v, 1l = lely,

(o, &= lgll2- 5 10 =leil -

Prenant dans (4.11), ig et fl données par (4.12), on obtient
02 Iy2 r
4.13) ey, + e lp, =2f (o (1), (1)) r'(t)dr
0
T
+f (9,(2),E(1)) () dt
0
d’ou I’on déduit

02 1,2
{le, 15, + o llp, 1} <
1

4.14) T
< c(r) x 2| weliLz(a,T,m{fo{ué;(t)u@ . uémua}dr}z

avec c(r) =Max {2]|7|l =0, 79 17} =0, 1}

Or 'on a

4.15) lull}, <5 lul}; Vue D!
l,e
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Reportant (4.15) dans (4.14), on trouve
{1015+ loal5: 1}
1 ,
$C(r)X2Max{1, } @l 20,7, vey
(4.16) V.

1

X{LMQUM1+M40ung.

D’autre part, pour le systeme (4.9), on a, compte tenu de (4.12), I’égalité

@.17) NN, + 1) p ={lledl T+ le.llp:

2
Combinant (4.16) et (4.17), et prenant r(t):;—3(—3T+2t)+l, on
trouve

1
(4.18) { l (02 l %/E' + ¢l !!%Hz(o) ~ V,]’}2 < c(e) | ?. | L¥0,T; V?)

1
avec c(e)=2VTe(r)Max ] 1,——
(e) c(r) \/)T:}
On montre par les techniques de [11] que lorsque e tend vers zéro, on a
(4.19) Ale ™ 4
ol A, est la premiére valeur propre du probléme de valeurs propres

(4.20) -d,u=u dans Q; u=0 sur 9Q.

On déduit de (4.19) qu’il existe e, >0 tel que pour tout e < e, on ait

4.21) 1< /2

de sorte que pour tout e < e, la constante c(e) est majorée par une constante
indépendante de e ; ceci acheéve la preuve de la premi¢re inégalité de (4.8) et
en méme temps celle du Lemme 4.1. O

Dans tout ce qui suit, on suppose que 1’élément générique e est plus petit
que la constante ¢, du Lemme 4.1.

Avec le Lemme 4.1, on démontre le théoréme de contrdlabilité exacte.

THEOREME 4.2 : Pour tout temps T strictement positif et pour tout couple de
données initiales {yg, yi} € Di XV, de (1.3), il existe un contrdle

(4.23) v,e L*(0,T;V,)
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tel que la solution y, de (1.3) vérifie y(T)=y(T)=0 dans O.
Plus précisément, la méthode H.UM. donne pour presque tout
te 10, T[

(4.24) v,(1)=G(9(1))
on G, est linverse de 'opérateur — A, En outre, U, est le controle qui

T
minimise la quantité f f [|u u%/ dz dt sur U'ensemble des contrdles admissi-
0Jo

bles.

La démonstration de ce théoreme se fait aisément par application de la
méthode H.U.M. de J. L. Lions [6].

Dans la situation actuelle, on a le résultat de convergence faible.

THEOREME 4.3 : On suppose que les données initiales yg et y: vérifient

1

14,50 2oy < ¢ et ¥y —3% dans H'(O) faible
(4.25) e elL(O) , e
Y, =Y« dans H (O) faible

Alors, lorsque e tend vers zéro, le controle exact v, du systeme (1.3) donné par
H.U.M., est tel que

(4.26) v —v,, dans L*0,T;H'(0)) faible

e

on V., est indépendant de z, et V,, est le contrdle exact du systeme

Yoom Ay ye=0,. dans 2x]0,T[
4.27) Yur =0 sur 002 x 10, T[
Ve(0) =32, ¥.(0)=y. dans Q.

En outre, on a

Y, = Yu. dans L7(0,T; H'(0)) faible *
(4.28) Y, —Y.. dans L7(0,T;H'(0)) faible *
A4,y,~ A, y.. dans L7(0,T;L*(0)) faible * .
Remarque 4.4 : Le Théoréme 4.3 se démontre de la méme manilre que le

Théoréme 2.4 ; on démontre des lemmes de convergence pour les suites
{p,} et {w,} et 'on en déduit la preuve du Théoreme 4.3.

Remarque 4.5 : On vérifie sans peine que les fonctions yg* et yi* sont
indépendantes de z, et qu’en outre, 4, You € Lf(.Q).
On a le résultat de convergence forte de la suite des contrdles.
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THEOREME 4.6 : On suppose qu’en plus de (4.25), les données initiales du
systeme (1.3) vérifient

(4.29) W=2®1; e H(Q)NH)RQ);

zg - yg* dans H2(Q) N Hé(.Q)fort

et
((- 4,y.=9,81 dans O
ay!
%:O sur Qx{i%}
(4.30) $ v
11
yi,=0 sur an]—i,i[
kgeeH_l(.Q), g,— g dans H () fort .

Alors la suite des contrbles {v,} satisfait

(4.31) v, > v, dans L*(0,T;H'(0))fort.

4 . PR 0 .
Pour démontrer ce dernier théoréme, on remarque que ¢, est telle qu’il
existe une unique fonction g, € V, vérifiant

- 4 ae:—(pg dans O

e

aoe +1
4.32) 3y =0 sur Q x{ + i}
- 11
o,=0 sur an]—z,z[.

La suite de la démonstration se fait comme dans la preuve du Théoréme 2.7.

Remarque finale : Tout ce que nous venons de faire reste valable lorsque
I’on remplace I'opérateur — 4, par 1’opérateur autoadjoint .=/, défini par

2 2 2
A op=—a Q9 s, 1, 00 2, 90
e aff aza Zﬂ a3 aza 24 33 azg

ou les coefficients a; sont des fonctions mesurables et bornées dans O vérifiant
les conditions habituelles d’ellipticité.

Tout ce que nous avons fait dans les quatre paragraphes pour 2 c R?
s’étend facilement au cas ob @ c RY, (N = 2).

Remerciement : L’ auteur remercie les professeurs V. Komornik et J. Saint
Jean Paulin pour de fructueuses discussions sur le sujet traité.
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