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MATHEMATICA!. MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol 32, n° 3, 1998, p 341 à 358)

NOUVEAUX ALGORITHMES PERFORMANTS EN THÉORIE DU TRANSPORT (*)

Samir AKESBI et Martial NICOLET C1)

Résumé — Dans ce travail, nous introduisons et analysons deux algorithmes de résolution de l'équation de transport en géométrie ID
plane Le premier est basé sur l'adaptation du principe de relaxation S O R pour les systèmes linéaires en dimension finie, à la décomposition
de l'opérateur de collision introduite dans [1] et [2] Le second est quant à lui issu du principe de l'accélération de la convergence par
diffusion synthétique appliqué aux nouveaux algorithmes obtenus après décomposition Des résultats numériques ainsi que des comparaisons
de convergence sont donnés à la fin de ce travail © Elsevier, Pans

Abstract — The aim of this work is to introducé and analyze two new schemes for solving the transport équations in slab geometry The
first one is in the spirit based on the S O R relaxation method for finite dimensional Systems, apphed to the System obtained by splitting the
collision operator The second algorithm is obtained by adaptation of the synthetic diffusion method principle to the new schemes born from
the splitting method Numencal compansons of convergence are given © Elsevier, Pans

INTRODUCTION

On considère le problème :

(TfUn) = Kf{x,n) + S(x,n)
( P ) \f(O,n)=AL,-n)=O pour » > 0

où ( J C , , I ) G fl^(0.L)x(-1,1), L > 0 ; 7 f t j c , / i ) ^ / i | £

Kf(x,^)d-j\ Kx, fi, fi')Ax, S) du' et

e L2(Q) ; / ( O , ju) = / ( L , - / J ) = O si /i >

5 est un terme source, k est un noyau positif, a est un terme d'absorption et ƒ représente le flux de neutrons
à déterminer.

Sous les hypothèses :

(Hl) a e L~ (0, L) et a continue sauf éventuellement en un nombre fini de points.

(7/2) KG L+(L2(Q))

(H3) ra(®)<\ avec O=Tl K,
2le problème (P) admet une unique solution positive pour tout S G L2

+ (Q).

(*) Manuscrit reçu le 25 octobre 1996 Version révisée le 17 février 1997
(x) Université de Haute Alsace Laboratoire de Mathématiques, 4, rue des frères Lumières, 68093 Mulhouse Cedex
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342 Samir AKESBI et Martial NICOLET

Une résolution classique du problème (P) est basée sur le découplage de la partie différentielle et de la partie
intégrale, en introduisant l'algorithme itératif suivant :

+ 1) - K/n) + S dans Q
<»+D G D ( r ) ) ƒ0) d o n n e d a n s D ( r )

Dans les milieux proches de la criticité, la convergence de cet algorithme est en général très lente. Dans [11
et [2], on a introduit de nouveaux algorithmes plus rapides mais encore trop lents.

On se propose donc, dans la première partie de ce travail de définir une méthode d'accélération par relaxation
S.O.R., basée sur la méthode de décomposition d'opérateurs (splitting) proposée dans [1] et [2].

On définit alors l'opérateur intégral Ktj de noyau :

où Qx et Q2 sont définis par: 0 ^ ( 0 , L) x (0, 1 ) et Ö 2 ^(O, L) x ( - 1 , 0).
Par ailleurs, du fait que Ktj (ƒ) = KtJ (ƒ. 1^ ) . 1^ , on a la relation : K = Kn + Kl2 + K2l + K22, et l'on

peut alors affirmer que la solution du problème (P) s'écrit de manière unique sous la forme ƒ = fx +f2 où
/j et f2 sont les solutions dans D( T) de :

/T-Kn - K12 \ (fx \ /Sx \
(0.3) \-K T-K )\f ) = \S )»avecS( = 5 x 1Q pour / e {1,2}.

On remarque que l'on a nécessairement /( = ƒ x lo pour i e {1,2}.
L'algorithme ( Ps ) correspond, par analogie avec les systèmes linéaires en dimension finie, à une décomposition

de la matrice d'opérateurs (0.3), sous la forme M-N avec M =
Pour tout réel œ non nul, on appelle méthode de relaxation S.O.R., notée (Pœ ), la méthode basée sur la

décomposition de la matrice d'opérateurs (0.3) sous la forme M — N avec :

2 1 CO

L'algorithme associé est donné par :

(T-K22)/2
n + l) = œK2lj[

n + 1} + ( 1 - œ)(T-K22)/2
n) + coS2

l/0>domédansD(T).fl
0)=/0>lQt./l

l'+1) e D(T).ie {1,2}

On démontrera par une étude spectrale qu'il existe un paramètre co optimal assurant une convergence de
(Pœ ) beaucoup plus rapide que celle obtenue avec (Ps ) .

Il est à remarquer que l'algorithme (Pœ ) ne serait intéressant que si le coût (en temps de calcul) de chaque
itération est du même ordre que celui d'une itération de l'algorithme standard (Ps ). Cela revient à dire qu'il
faudrait pouvoir résoudre l'équation intégro-différentielle (T- ^TH)/( = g, i e {l, 2} presque aussi rapidement
que l'équation différentielle Tft = g, i e {1,2}. Ceci sera possible grâce à l'hypothèse supplémentaire suivante
sur le noyau de collision k :

(H4) k(x,v,/j') = C(x)^
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NOUVEAUX ALGORITHMES PERFORMANTS EN THÉORIE DU TRANSPORT 343

Cette forme regroupe un nombre important de noyaux de collision utilisés en neutronique ou en photonique.

Par exemple le noyau de Thomson k([i, ju') = j ~ [^ 1 - \ ) \ l - -*-) + 1 ^ 2 l*& \ ou le noyau classique

ou encore le noyau constant k(jj,juf) = ̂ - où c est une constante positive proche de l'unité par valeurs
inférieures.

La seconde méthode d'accélération proposée dans ce travail correspond à la définition d'une méthode de
correction sur (Px ) (i.e. (Pœ) avec co = 1 ) dans le cas d'un noyau de collision constant. Pour cela on s'inspire
de la méthode d'accélération par diffusion synthétique étudiée dans [5] et [8]. Ce nouvel algorithme apparaît très
performant pour la résolution de l'équation de transport monodimensionnelle plane et ceci dans tous les milieux
(critiques ou pas). Sa généralisation au cas d'un noyau de collision vérifiant l'hypothèse (H4) est réalisable, mais
elle est lourde à mettre en œuvre numériquement. Des essais sont tout de même en cours dans le cas du noyau
de Thomson.

La dernière partie correspond au traitement numérique dans le cas général où le noyau de collision k vérifie
l'hypothèse (H4). Une comparaison de la rapidité de convergence des différents algorithmes est proposée dans
le cas d'un noyau constant.

1. ÉTUDE SPECTRALE

En dimension finie, le théorème de convergence de la méthode de relaxation S.O.R. et l'existence d'un
paramètre optimal de relaxation sont basés en grande partie sur le caractère réel des valeurs propres de la matrice
de Jacobi.

En dimension infinie, l'étude spectrale ne se résume pas en général à la recherche des valeurs propres d'un
opérateur. On se propose donc de préciser le spectre de l'opérateur associé à la méthode de relaxation S.O.R.

Définissons désormais les opérateurs suivants :

eij = T~1 Ki} pour ij e {1,2}

®d = ®11 + ^22 e t ®e ~ ®12 + ®21

j=(i-0dy"

On montre aisément que :

(1.2) 0 = 0n + 0l2 + 02l + 022

(1.3) * „ ( ƒ * ) s 0 P o u r j * k

Remarque 1.1 : L'opérateur J est l'opérateur associé à une décomposition de type Jacobi de la matrice
d'opérateurs (0.3) (voir [1] et [2]). D'autre part, du fait que l'opérateur 0 est positif et compact [11] et que
0 ^ 0d ^ 0, on en déduit que r (0d) ^ r (0) < 1 et donc que (ƒ— 0d) est bien inversible.

Posons ^ = ƒ - (ƒ<"> +ƒ<">), //•> =fx -ƒ<»>, ?<»> =f2 -ƒ<">.
Où f — fY +f2 désigne la solution du problème (P).
Par différence entre (Pœ ) et (P) , on obtient :

f ( T- Kn ) <p\n + x) = ( 1 - œ) ( T - Kn ) cp\n) + coKu <p2
n)

\(T-K22 ) <p2
n+ l) = œK21 <p\n+l) + (l-co) (T-K22 ) <p2

n)

vol. 32, n° 3, 1998
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Soit encore :

Sarnir AKESBI et Martial MCOLET

- 6>n)<p\" + ] ) = ( 1 - © ) ( ƒ - 0 n ) ç>\n) + co0u <pz
n)

Du fait de (1.3) ceci peut donc aussi s'écrire :

soit :

j (n+1) (n+1)1

Ce qui s'écrit sous forme « matricielle » :

/ 0 1 r^in + 1 ) ] [(1 -œ)I
-coJ I J L ^ n + 1 ) J = L °

r l °i
En appliquant à gauche l'opérateur 7 , Lonen déduit :

coJ

L'opérateur Lw associé à la méthode de relaxation S.O.R. peut s'écrire sous la forme :

0 ƒ 1
(1 -co)I coj\

D'après [1] et [2], l'opérateur / est compact, ainsi l'opérateur Lœ est de la forme (1 — œ) I + œA où A
désigne un opérateur compact. Le spectre des opérateurs de ce type peut être précisé par la propriété suivante :

PROPOSITION 1.1: Soit E un espace de Banach de dimension infinie et A un opérateur compact de domaine
D(A)ŒE. Soit uJ^(\-co)I+coA9 œ * 0. Alors on a:

a{ Uœ) = VP( Uœ) {J {l — co}, VP désignant V ensemble des valeurs propres.

Preuve : Posons UÀ œ
d~ Uœ — XL Considérons désormais k a ( Uw),

On sait alors que Ux œ vérifie l'une des propriétés suivantes :
Soit Ux m est non inversible.
Soit U~x

 x
œ est non borné dans Zs, de domaine dense dans E.

Soit U^ l
œ existe, de domaine non dense dans E.

On notera désormais (Q) cette propriété.
On peut alors écrire que (1 - co ) I + œA - AI vérifie ( Q ). Donc n G <T( COA ) où ^ = A + c o - l .
Or <j(œA) = YP(œA) u {0} (car A est compact), alors a(Uœ) = VP( Uœ)v{l-co}.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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NOUVEAUX ALGORITHMES PERFORMANTS EN THÉORIE DU TRANSPORT 345

En appliquant cette proposition à l'opérateur L^ on a donc trivialement le corollaire :

COROLLAIRE l.l : a(Lœ ) = VP(Lm ) u {1 - co}.
La recherche du spectre de l'opérateur Lœ est donc ramenée à celle de ses valeurs propres. Soit rj une valeur

propre de cet opérateur, associé au vecteur propre g — gl+ g2.
On a alors :

Ce qui s'écrit aussi :

{T-Kn )ttgl = (l-a>)(T-Kll )gx u 2

{T-K22 )ng2 = œK2ï r\gx + (1 - œ) ( T - K22 ) g2

- 0d) rjgx = (l - co) (I- 0d) gx + œ0eg2

= co0e rjgx + ( 1 - œ) ( ƒ - 0d) g2

D'où

II est clair que si rj = 0, alors co = 1 et g2 est un vecteur propre de l'opérateur / associé à la valeur propre
0.

Si r\ ̂  0, on déduit aisément que : J2 g2 = » 0i-

Ainsi g2 est un vecteur propre de J2 associé à la valeur propre À2 = 5 , où A désigne une valeur
TjCÛ

propre de l'opérateur 7.
Finalement \frj G (xCẐ  ), 3/1 e a(7) tel que /72 + (2(Û> - 1 ) - À2 œ2) t] + (co - l ) 2 = 0.
L'étude de o{Lœ ) est ainsi liée à l'ensemble des valeurs propres de l'opérateur compact /. Dans le but de

préciser le spectre de 7, on formule pour la suite de ce paragraphe l'hypothèse supplémentaire suivante :
(H5) k est paire en ju

On a alors le

THÉORÈME 1.1 : Sous les hypothèses (Hl) à (H5) les valeurs propres de Vopérateur J dans L2 ( Q ) sont réelles.

[Tf=g
Preuve : Considérons le problème w n( T\-

En posant lj ( . ) = l ( 0 L) ( . ) et 12 ( . ) = 1(_ 1 0) ( . ), la solution est donnée par :

Jo
(X') -

( (X) - 12 (V) 1

où 27 est une fonction continue sur [0, L], dérivable sur tout intervalle de continuité de o et dont la dérivée sur
chacun de ces intervalles vaut a. Cette fonction E est évidemment unique à une constante additive près.

vol. 32, n° 3, 1998



346 Samir AKESBI et Martial NICOLET

En substituant g par Kl} g on obtient :

fù n( Y u^i — \ C( icf\{\ ( uW ( Y'\ — 1 ( n \ 1 ( xfy\ \ X — p~
^Ij y VA ' H-) ^V-* ) l A i VA*/ J-(o,*) \ s 2 VA*/ x ( x , i ) VA /ƒ ^ „ e^

(A/) ly (A/0

où ko(v,/u') = 2^

D'où

g(x,fi) = 'dx'.

Avec

On en déduit que :

Kii ®ij 9(x*l*) = I Gy(*, ^ . ^ i"0 éf(^ i

Avec :

x e V"

II est désormais clair que K1 d^f KUT~ l Ktj + Ka @tj est un opérateur intégral sur L2 (Q) de noyau Gl
tj.

Étudions les éventuelles propriétés de symétrie des noyaux précédents.

Soit / l'entier naturel tel que 1 + 1=3 pour / e {1,2}. On a donc l'égalité suivante :

Gjt(x, /u,x,ju)=
v - 1

i X ) K^ y X )

X /{X) x ( / i ) i.

Déterminons un lien entre les noyaux G1 et G1.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Considérons le cas 0 < x < x < L.

347

J - l

tJ(x9fi9x9fi ) = -

!

D'après la symétrie du noyau k et l 'hypothèse (i /5) on a donc

v(x,iLt,x,fj ) =
» - i li""l

Or

xe ? 1.-

X") e t !(0,x) (*') = 1(*',L) (*) ' a l ° r S :

') \, ( - ft") 1 2 ( / i*) l ( j t > L ) (x) du"

l}(x,fi,x,iu ) = I

x e 7F 0 ^ (x) dp".

Donc G^(x, ^ ^ Ai') = Gfa \i\ x, p) avec / + ï = 3.
On obtient le même résultat dans le cas 0 < x < x < L.
Finalement on a :

(1.4) Gl
ij(x^,x\fi/) = Gï

Jl(x\^x^) avec Z + / = 3.

Le résultat précédent permet alors d'affirmer que :

(1.5) ( * ! / = *J avec ' + ? = 3 -

( 1.6) K*tj + Âjj est un opérateur auto-adjoint de L2( Q ) .

Où A* désigne l'opérateur adjoint de A.
Soit désormais À une valeur propre de l'opérateur 7 associée au vecteur propre ƒ De la relation Jf— Xf on peut

écrire que :

(1.7) QJ=Xf-Wdf.

Multiplions scalairement (1.7) par X d^ Kdf+ XKJ où Kd
 d^ Kn + K22 et Ke

 d^ Kl2 + K2V

On obtient ainsi :

(1.8) {OJ.X) = {&*)

où ( . , . ) désigne le produit scalaire hermitien dans L2(Q).

vol. 32, n° 3, 1998



348 Samir AKESBI et Martial NICOLET

Avec les définitions proposées, on obtient :

(0J,X) = (0J,Kdf+XKef)

= (KdT-1 KJ,j) + l{Ke T
 l KJ,j) = X((K22 + K2

n ) ƒ,ƒ) + <( k\2 + K2
21 ) ƒ, ƒ)

(Xf, X) = (Xf, Kdf+ XKef) = X(f, Kdf) + XI (f, Kef)
réel

réel réel

{- X0J, X) = -X(T-1Kdf, KJ+ XKef)

= -X(KdT~l Kdf,f) -Xl{KeT~l KJJ)

= -X{(k\l+ K2
22)f,f) -Xl{(k2l+ K\2)fJ)

réel

Finalement on peut réécrire (1.8) sous la forme :

2
U + k22)f,f> + x ((kl

u + k\2)fj) = x(f, Kdf)

Avec R = ((k\2 + K2
2l)fJ) + XX(((kl

2l + K2
2)f,f) - (ƒ, Kef)).

D'après (1.6) on peut écrire :

réel

{{k2
n + k\2)fj) = <(«^ x

n + k2
22)f,f)

On en déduit alors :

(1.9)
1
n + k2

22)f,f)) = x(f,.
réel réel

Ceci prouve le caractère réel de X si (ƒ, Kdf) ^ 0.
Supposons désormais que (ƒ, Kdf) = 0, alors :

o J "

-m ai(ri')fUv') dfi'+ 12 (^) a

i=i Jo

f
Jo

' 1 ÇO 1*0 \

al(ii')f(x,fd')dii'+ al(jLt)f(x,jd)djLi ^i^) f(x, ju') djj' I dx
o J -î J -î /

ht
M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numenque
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Or 0 < k(x, ju, ji) = C(x) 2 oc2(fi) alors C(x) > 0 et donc

/i ) dfi = 0 pour tout / .

Soit encore Kdf= Kef= 0 puis 0J = 6>e ƒ = 0.
On en déduit alors de (1.7) que Xf = 0 d'où X = 0.
Ceci achève donc la preuve du caractère réel des valeurs propres de l'opérateur J.

Remarque 1.2 : On pourrait certainement se passer de l'hypothèse (H4) pour ce dernier résultat et utiliser
uniquement l'irréductibilité de l'opérateur de collision K, mais comme elle est essentielle pour l'intérêt numérique
de l'algorithme (Pœ ), nous nous permettons de l'utiliser pour finir d'établir le caractère réel du spectre de
l'opérateur de Jacobi /.

On peut alors s'intéresser à l'étude de l'accélération de la convergence obtenue par cette méthode de relaxation.

2. ACCÉLÉRATION DE LA CONVERGENCE PAR RELAXATION S.O.R.

L'étude spectrale a permis de montrer que le spectre de l'opérateur de Jacobi est réel. Une étude analogue à
celle réalisée en dimension finie pour les systèmes linéaires permet alors d'établir le théorème de convergence
suivant :

THÉORÈME 2.1 : Sous les hypothèses (Hl) à (H5) on a les résultats suivants :
(i) l'algorithme (Pœ) converge <=> œ e ]0, 2[.

(ii) II existe un paramètre optimal de relaxation donné par : a>* = . , et on a :
1 + V I - OcrC-O)2

ra{Lœ* ) = co* - 1.

Preuve : (i) Les résultats de l'étude spectrale ont permis de démontrer que \/rj G o(Lœ ), 3X e o(J) tel que
n soit solution de l'équation de second degré à coefficients réels :

rj2+(2(œ- l)-X2œ2)n + (œ- 1 )2 = 0 .

( => ) Les deux racines rj1 et rj2 de cette équation vérifient \rjx\ \rf2\ — (œ ~ 1 ) donc si œ £ ]0, 2[ alors
\rjx\ \rj2\ > 1. On en déduit que Valgorithme (Pœ ) ne peut pas converger.

( <= ) On suppose donc que œ e ]0, 2[.
L'équation en rj a pour discriminant A = X2 œ2(X2 œ2 - 4 œ + 4) qui est de même signe que le trinôme

X2 œ2 - 4 œ H- 4 de discriminant réduit ô = 4( 1 - X2 ). Or d'après l'étude menée dans [2] on a
ra(J) < 1, donc ô ^ 0 et A possède alors deux racines réelles.

Ces racines vérifient 1 < col < 2 < œT Ceci entraîne, de la même manière que dans le cas de la dimension
finie ([9], [14]) la discussion suivante :
pour 2 > œ > CDV les valeurs propres rj{X) de Lm sont complexes et l'on a |*7(A)| = œ - 1 < 1, et pour
0 < œ ^ œv les valeurs propres fj(X) de Lœ sont réelles positives. La plus grande étant donnée par :

X2 œ2 - 2 œ + 2 + Xœ V l 2 ca2 - 4 œ + 4 ^ -, n ^ 2 ̂  i + n ^ ^7y < 1 c a r \J < X < \ e t 0 < a > <

vol. 32, n° 3, 1998



350 Samir AKESBI et Martial NICOLET

(ii) En étudiant les variations de rj en fonction de œ pour 0 < co ̂  cox ( X fixé), et en utilisant le résultat obtenu
pour 2 > co > œl on montre que : inf̂  |T / (O)) | = 77(0^ ) = co1 — 1.

En étudiant les variations de \rj\ en fonction de Â(0 ^ A < 1 ), on montre que |?7(Â)| est croissante. Ceci
permet alors de conclure que: rG (Lœ ) = sup T\ri(À)\ = \rj(ra ( / ) ) | .

A E O\ J )

Le paramètre optimal œ* est donc donné par : co* = , et on a :
V l ( ( ) ) 2

\-\Jl-{ra{J)f

~{rAJ)f

3. ACCÉLÉRATION PAR CORRECTION

Une méthode d'accélération de la convergence, dite méthode de diffusion synthétique, a été étudiée dans [5] et
[8]. On a constaté qu'elle améliorait considérablement la rapidité de convergence des algorithmes classiques dans le
cas de conditions aux limites réflexives, mais qu'elle présentait quelques insuffisances quant à la stabilité, voire à la
convergence, dans le cas des conditions aux limites de type flux entrant nul. La méthode de correction que nous
proposons ici, constitue l'adaptation de ce principe de diffusion synthétique aux nouveaux algorithmes de décom-
position. Cette décomposition permet alors de palier à certaines difficultés rencontrées lors de l'accélération de la
convergence par diffusion synthétique dans le cas des conditions aux limites de type flux entrant nul.

Nous supposons dans tout ce paragraphe que le noyau de collision est constant. Plus précisément on pose
k(x, JU, ju') = y oùa est supposé constant et où c désigne une constante positive et proche de l'unité par valeurs
inférieures.

Le principe de correction sera appliqué ici sur la méthode de décomposition obtenue avec œ = 1 (Gauss-Seidel).

oc
2Soit /0)<ED(T) et F^o) = 18:12/

O) = i ï : i 2 ( /O ) l 2 ) = ̂ ( [ / 0 ) ( * , J U ' ) dp' ) 1, (/i). Pour tout n G Nf

supposons déterminé l'itéré F(
2

n\ On détermine alors j \ n + 1/2) et/2
n + m) à l'aide de l'algorithme de Gauss-Seidel :

On pose ensuite :

Pour déterminer l'itéré F^1 + l) on procède d'abord à la correction des termes j{n + 1/2) et f2
 + 1/2) obtenus par

l'algorithme de Gauss-Seidel, en posant :

\An + 1/2)/ '\ J / 1 if2 \ x , i i )dfi Jl1
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La convergence de l'algorithme de Gauss-Seidel (co = 1 ) fait alors apparaître <px et <j>2 comme des termes
erreurs. On se propose alors d'effectuer un développement de Legendre de ^ ( resp <p2 ) sur [0, 1 ]
( r e s p [ - l , O ] ) :

2
k = 0

k=Q
E ( - 1 , 0 )

Où {Pk} désigne une base polynomiale orthonormale relativement au produit scalaire défini par

(ƒ> 9)\ — / ( J " ) Gif*) <̂M> et {Qk } désigne une base polynomiale orthonormale relativement au produit scalaire
Jo (.0

défini par (ƒ, g)2 = I fin) g(n) d/n.

On choisit ensuite de tronquer les développements de Legendre à l'ordre deux (i.e. </>l k = <j>2 k = 0 pour tout

Par différence entre le problème exact et (3.1), on obtient le système suivant :

(3.3)
i ( z ' ^ ) - Y j 0i(*>J")4"-^f| <p2(x, JJ) du = G2

Avec G2(x, / i) = F2
n + UZ) - F2

n).
Remarquons que la fonction G2 est de la forme :

Les polynômes de Legendre sont donnés par :

P 0 = ö 0 = l f ^ - 2

En tenant compte de ces expressions le système (3.3) s'écrit aussi

(3.4)

-TJl^^^
Intégrons la première équation de (3.4) entre 0 et 1 et la seconde équation entre — 1 et 0.

En tenant compte de la définition des différents moments de Legendre : i , , , ~ x on obtient alors les

égalités suivantes :

(3.5)
2V3 dx

oc

dx
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Multiplions désormais la première équation de (3.4) par i \ . on obtient du fait que
2P

P2 = V5( 6 , u 2 - 6 j u + l ) et P\ = —~- + 1, l'équation suivante :

^ Jo
En intégrant l'égalité précédente entre 0 et 1 et en tenant compte des moments de Legendre ainsi que de la

troncature on obtient :

(3.6) 1 ^ i , o l ^ i . i , n^ j + ^ ï r <J0, , = U .V5 ^ 2 à v^>1

De même en multipliant la seconde égalité de (3.4) par Ql et en intégrant cette fois entre - 1 et 0, la troncature
et la définition des moments de Legendre conduisent à l'égalité :

(3-7)

Finalement le système de correction s'écrit alors

' 1 ^ 1 , 1 , 1
dx

OC

OC

—7= —T^ 1" ̂  —T^ 1" O"01 , = 02V3 Ac " 2
1 ^^*2 0 1 ^ ^ 2 1

2V3 ^ 2 dx ^2>l

[<t>U0(0) = 4>h i ( 0 ) = 0 2 i O(L) = 0 2 ] 1 (L) - 0

Comme /2(x, ju) =/^ n + 1/2)(x, ju) + <p2(x,jii)J alors :

Or 02 0(JC) calculé par le système {S ) est, du fait de la troncature des développements de Legendre, une
f°approximation de <P2(

X> A O 4"'» alors on pose :

n+ = F(
2"

+m

\x,n) + f li 00-

On peut alors définir l'algorithme de correction par :

fF2
0) donné (F2

0 ) = K12/
0) avec ƒ 0 ) e D(T))

n + 1/2) ^ / n + 1/2) _ ^ /<n +
2 ~K22J2 ~K2lJl

1/2)
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Où 02 0 est déterminé par le système de correction (Sc).

4. DISCRÉTISATION ET RÉSULTATS NUMÉRIQUES

Dans ce paragraphe nous revenons au cas général où le noyau de collision k est sous la forme
k(x, ju, JLI') = C{x) ko(ju, ju') vérifiant l'hypothèse (H4) et où la section efficace a = a(x). Seul le système de
correction sera discrétisé dans le cas d'un noyau constant uniquement.

Une discrétisation adaptée à ces méthodes [2] s'inspire de la méthode de projection [7], et permet dans notre
cas une résolution explicite.

Notons que la nature des algorithmes définis précédemment montre qu'il suffit d'exposer la résolution d'un
problème de la forme :

{; Z e { l , 2 }

où g est une fonction donnée à support dans Qv

Plus précisément, compte tenu de l'analogie entre les deux problèmes, on se contentera d'étudier le problème
précédent pour / = 1. Il est clair que pour / = 1, seule la résolution sur Q1 nous intéresse. Il est donc désormais
légitime de chercher à résoudre le problème dans l'espace V défini par

) = 0 V̂ u e ]0 1

On considère un maillage de Q1 sous la forme :

&i = U œij a v e c œu = (*i» xi + î ) x (J"/> VJ + î ) P o u r * = °> *> - ' N ~ l etJ = ° ' ^ — M ~ 1

Où Xt = iXP, Ai,=jXT, p = jç, T = jj.
On définit alors le sous-espace Vh de V, comme étant Vensemble des fonctions de V, continues en x, dont la

restriction à chaque œtj est affine en x et constante en jn.
On pose Ph ( 0 ) = {fh : Ûl —> R, fh est constante pour tout coy}.
On définit encore Vopérateur Ah de V dans Ph(0) tel que :

où nh désigne la projection de L2 (Q^ dans Ph (0 ) définie par : nh(f)\m
 = 1 T ftx> A*) dxd/n.

On définit alors le problème approché :

ƒ Trouver/A e Vh

Définissons les degrés de liberté associés à la discrétisation.
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Pour cela remarquons que pour toute fonction fh e Vh, (fh)l — if^) \œ s'écrit de manière unique sous la
forme :

( x — x \ /x , , — JC

i r
où ..... ._ _ . . ,„ T

Remarquons immédiatement qu'on a :

Dans le traitement sur Qv ytj est connu, on cherche donc yl + , } et mt].
f-j + 1 / 2 _ _ Nk _ M-\ _,

On a ( A J i ) K = — - — ( Y. + Uj - 7V) + ^ % ~ C, T 2^ ^ ^E 5̂

On en déduit alors que le schéma s'écrit :

où Ct =

Ce qui s'écrit encore :

, â, = i a<x)dr et ôj = i «,(/«)

On a donc

\J^ + à')mv = TC< j§ ̂ M' + ~~7^ yv + Ö y avec

Soit encore

(4.2) wI = T C I J Î I S ^ ^ ! " 1 " 0 . P o u r
 Ï = 0 , 1, . . . ,^V-1 et7 = O, 1, . . . ,Af -1 ,

où DtJ est un terme connu.
Pour chaque i e {O, 1,..., N - 1} fixé et pour éviter d'avoir à résoudre un gros système linéaire d'inconnues

m , j = 0, 1, ..., M - 1, nous procédons au préalable à la détermination des inconnues auxiliaires M\ obtenues
en résolvant un petit système linéaire de dimension Nk, déterminé en sommant (4.2) sur l'indice j après
multiplication par orj* On obtient alors les équations suivantes :

i'öv, OÙ ̂ ;' l=
M-\
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Une fois ces inconnues auxiliaires calculées, on revient à l'identité (4.2) pour déterminer my ,
j = 0, 1, . . . ,M- 1. Puis grâce à l'identité (4.1) on détermine yl + lj- En ce qui concerne la résolution sur
Q2, les principes utilisés restent identiques à ceci près que le sens de parcours sur les caractéristiques est opposé.
Ce changement de sens signifie que les quantités connues pour cette partie du traitement numériques seront
yl + i y On déterminera alors mi} puis yy pour i variant de N - 1 à 0.

Remarque 4.1 : Pour une étude complète de cette discrétisation, on pourra consulter [2], D'autre part, la prise
en compte de conditions aux limites de type flux entrant non nul est facilement réalisable pour cette discrétisation.

Pour les essais numériques nous nous sommes intéressés au problème :

/ ( O , A / ) = / ( L , - A I ) = 0 pour ^ > 0

où

; Tf(x, ̂  ^ g (x, af{x, /u) ; Kf{x, M)déf ƒ <ff(x,/u') du'

{ ju + GT/JX — ac/4 si jU > 0

ju2 + ajti. ( x - 1 ) - ac/4 si ju < 0
fjU . x si ju > 0

La solution exacte du problème traité est donnée par : / (x, ju) = i • - 1 ̂  si < 0 '
Le test d'arrêt utilisé est: | | / n ) - / | | 2 / | | / | | 2 < 10" 6.
En discrétisant toutes les équations du système de correction (Sc) en utilisant la méthode de projection

proposée, on obtient après élimination des inconnues 0 2 1 et 0X x le système linéaire A(P = G, avec
e t = (Gù,G\0,G2,...,GN-\0,0), OÙ

'cj>'2 0 = (j>2 0(i x p), <(>\i0 = <p,>0(i x p), G0 = p2 G2(f )

G1 = -£ (G2((i + 1/2) p) - G2((i-1/2) p))-p\G2ai +1/2)

et

A =

a0 a0 0 0

0 fii \
0 a3 \

• \ 0

G2((i-1/2) p)) pour 1

0 .

Py 0 \ \ \ \
a2 p3 a3 \ \ \
\ ax P1 0 %\ \

\ \ \ a3 0
\ \ \ Px 0

a3 fi3 a2 j32 a 1

0 0 aQ yS0 a0
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Avec OL - ~acP a - ~" cp - OL OL ~ - 2 OL OL -C^-- QL

90 -r-

80 --

70 --

60 --

2 50 —

a.
o
S.
f 40

30

20 —

10

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figure 1. — Comparaison des temps de calcul en fonction de sigma.
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La structure heptadiagonale de la matrice A montre que la recherche d'une décomposition de la matrice sous
la forme LU semble préférable à la résolution à chaque itération de la méthode de correction d'un système linéaire
par une méthode itérative.

Dans un premier temps, nous fixons le paramètre c à 0,98 et nous faisons varier le terme d'absorption a. Nous
avons fixé le nombre d'intervalles en espace à 500 et celui des directions à 20. Sur la figure 1, nous représentons
le temps de calcul nécessaire à la convergence des différents algorithmes étudiés. Nous remarquons alors que
l'algorithme standard (P$ ) (dit aussi de Picard) est effectivement très lent pour les milieux critiques (cr grand).
L'algorithme de relaxation S.O.R. nous octroie une accélération de la convergence significative. L'algorithme de

900 - r

800 - -

700

600 - -

400 - -

300 - -

200 - -

100

Correction

S.O.R

Picard

0 95 0 955 0,96 0,965 0,97 0,975 0,98 0,985 0,99 0,995 1

Figure 2. — Comparaison des temps de calcul en fonction de c.
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correction, quant à lui, nous permet d'avoir un algorithme très performant. En effet, quelle que soit la valeur du
paramètre d'absorption a, la convergence a lieu en 3 ou 4 itérations. Dans un second temps, nous avons fixé la
valeur de a à 50 et nous avons fait varier le paramètre c de 0,95 à 0,9999. Sur la figure 2, nous avons donc
représenté le temps de calcul nécessaire à la convergence des différents algorithmes. Là encore, les mêmes
conclusions s'imposent. L'algorithme standard est extrêmement lent lorsque c est proche de l'unité. L'algorithme
de relaxation semble donner satisfaction (quoique l'on remarque la croissance du temps de calcul en fonction de
c). L'algorithme de correction, quant à lui, converge extrêmement rapidement (3 ou 4 itérations) quelque soit la
valeur de c dans ]0, 1[. En conclusion, l'algorithme de relaxation S.O.R. semble être un bon algorithme, mais
il présente l'inconvénient d'une recherche préalable du paramètre optimal co*9 ce qui correspond bien sûr à la
recherche du rayon spectral de / (par une méthode de puissance par exemple). L'algorithme de correction proposé
est, quant à lui, un algorithme très performant puisque sa convergence semble être pratiquement indépendante de
a et de c (donc du milieu). Sa mise en œuvre est très simple et sa généralisation au cas bidimensionnel est
réalisable (travail en cours). Enfin, une parallélisation de ces deux nouveaux algorithmes est aisée. Ce qui
diminuera encore plus le temps de calcul.

Remarque 4.2 : La généralisation aussi bien théorique que numérique de la méthode de correction au cas
général où a et k dépendent de la variable spatiale x (cas physique d'un milieu non homogène constitué de deux
sous domaines l'un diffusif et l'autre absorbant) est actuellement en cours et fera l'objet d'une communication
ultérieure.
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