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SPLITTING D’OPERATEUR POUR L’EQUATION DE TRANSPORT
NEUTRONIQUE EN GEOMETRIE BIDIMENSIONNELLE PLANE

SAMIR AKESBI!

Abstract. The aim of this work is to introduce and to analyze new algorithms for solving the transport
neutronique equation in 2D geometry. These algorithms present the duplicate favors to be, on the one
hand faster than some classic algorithms and easily to be implemented and naturally deviced for
parallelisation on the other hand. They are based on a splitting of the collision operator holding
amount of caracteristics of the transport operator. Some numerical results are given at the end of this
work.

Résumé. Le but de ce travail est d’introduire et d’analyser de nouveaux algorithmes pour la résolution
de I’équation de transport neutronique en géométrie bidimensionnelle plane. Ces algorithmes présentent
le double avantage d’étre, d’'une part, plus rapides que certains algorithmes classiques, et facilement
implémentables et parallélisables, d’autre part. Ils sont issus d’un splitting de 'opérateur de collision
tenant compte des caractéristiques de 'opérateur de transport. Des résultats numériques sont donnés
a la fin de ce travail.
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INTRODUCTION

On considere ’équation de transport neutronique stationnaire en géométrie bidimensionnelle plane :

) {Tf(:c,Q):Kf(x,Q)+S(:U,Q), (7,0 €eQ=E DxB
f(z, Q) =d(z,Q), (z,2)el~
ou D = (0,a) x (0,b),a,b >0, B={QeR?/[|Q]2 <1} et T_ ={(z,Q) € dD x B tel que Q- n(z) < 0}, n(x)

étant le vecteur normal extérieur & 9D au point x.
L’opérateur de transport T est défini par :

D(T) % {f € L*(Q), Q- Vof € LXQ), f(2,Q) = d(2,Q) surT_}.
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L’opérateur intégral de collision K est défini par :
Kf(x,Q) = Lk(x,Q,Q’)f(x,Q’)dQ’.
B

La fonction S désigne un terme source positif, £ un noyau de collision positif borné, o la section efficace totale
et f représente le flux de neutrons a déterminer.

Sous les hypotheses :

(H1) o€ L(D),

(H2) K e Ly (L(Q)),

(H3) 7,(0) <1avec® =T"1K,

le probleme (P) admet une unique solution positive pour tout S € L2 (Q) et d € L3 (T).

Une discrétisation directe de ce probleme conduirait, de par la présence du terme intégral, & un systeme
plein. L’utilisation d’algorithmes itératifs de résolution est donc nécessaire a la condition que la convergence
de ces derniers ne soit pas lente. On appelle algorithme standard de résolution du probleme (P) la méthode
itérative définie par :

(A T+ = Kfm) 4§ dans Q
s fotY e D(T), fO donné dans D(T).

L’inconvénient majeur de cet algorithme est la lenteur de sa convergence (assurée par 'hypothese (H3)) lorsque
le milieu présente des zones proches de la criticité (milieu opaque). Une accélération de la convergence de cet
algorithme dite accélération par diffusion synthétique (DSA) a été introduite par Alcooffe en 1977 [6] dans le
cas d'une géométrie 1D plane et a été étudiée aussi bien théoriquement que numériquement dans le cas de
conditions aux limites de type réflexion (i.e. f(z,Q) = f(x,—Q), Vx € D). En 1D cette étude peut étre
consultée dans [6,9] et en 2D on peut se référer a [1]. Toutefois, dans le cas de conditions aux limites de
type flux entrant donné, nous ne disposons d’aucun résultat théorique de convergence de la DSA (voir [12,13]).
D’autre part sa mise en oceuvre en géométrie bidimensionnelle, et surtout dans le cas ou le noyau de collision &
n’est pas constant, est tres difficile.

Nous nous proposons alors de définir de nouveaux algorithmes plus rapides que (A;) présentant trois autres
avantages non négligeables a notre avis :

- leur mise en ceuvre numérique est aussi aisée que celle de I'algorithme standard (A;) ;

- ils sont intrinsequement parallélisables ;

- une accélération de leur rapidité de convergence par une méthode de type correction additive semblable &
la DSA est moins difficile aussi bien a mettre en ceuvre qu’a étudier théoriquement.

1. DECOMPOSITION DE L’OPERATEUR DE COLLISION

Les conditions aux limites de notre probleme ainsi que les caractéristiques de 'opérateur de transport T nous
ont conduit (voir [2-5]) & définir les opérateurs intégraux K;; de noyaux :

kij(z, Q) = k(z,Q,Q) x 1g,(2,9Q) x 1o, (z,Q) ot Q< D x B, 1€ {1,2,3,4}, (1.1)
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les B; étant donnés par la figure ci-dessous :

n
A
Bz Bl
>
B, B,

Cette nouvelle approche correspond ainsi a un découplage de 'opérateur intégral, suivant les parties de la solution
qui correspondent aux directions positives et négatives des composantes p et 1 de la variable angulaire (2.
De maniere triviale on a les trois propriétés :

Kij(f) = Kij(f1g,) 1q,
Kij(fr) =0 sik#j

, (1.2)
K= Z Kij.
i,j=1

On peut alors affirmer que la solution f du probléme (P) s’écrit de maniére unique sous la forme f = 2?21 fi
ou les fonctions f; désignent les solutions dans D(T') du systéme couplé d’équations intégrodifférentielles :

T—-Ki1 —Kio —Ki3 —Kiy f1 S1
— Ko T — Ko —Koa3 — Koy fa | _ | 52 (1.3)
—K3 — K3 T—- K3z —Kszy f3 S3 '
—Ku —Kyo —Ky3 T — Ky fa Sy

W

ol S; =5 x 1g,. On a alors nécessairement f; = f x 1g, pour ¢ € {1,...,4}.

L’algorithme standard (As) correspond, par analogie avec les systémes linéaires en dimension finie [7,14], a
une décomposition de la matrice d’opérateurs W sous la forme M — N avec M = diag (T'). On peut alors,
toujours par analogie, proposer des algorithmes issus d’autres décompositions, par exemple de type Jacobi,
Gauss-Seidel ou de relaxation. Toutefois ces derniers ne seraient intéressants que si le cotit (en temps de calcul)
de chaque itération est du méme ordre que celui d’une itération de I’algorithme standard (A;). Cela revient &
dire qu’il faudrait pouvoir résoudre I’équation intégrodifférentielle (T — K;;)fi = ¢ pour i € {1,...,4} presque
aussi rapidement que 1’équation aux dérivées partielles T'f; = g pour i € {1,...,4}. Ceci s’avérerait possible
grace a 'hypothese supplémentaire suivante :

(H4) k2, Q,Q) =C(x) Y ou(Q).ou ().

Cette hypothese, traduisant une sorte de séparabilité de variables du noyau de collision k, n’est pas tres restrictive
au vu des différents noyaux connus en neutronique.
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On appelle méthode de Jacobi associée & la résolution du probleme (P) la méthode issue de la décomposition
de opérateur W sous la forme M — N avec M = diag (T — K;;). L’algorithme associé a cette décomposition
est donné par :

4
(T = Ka) [ =3 Ko f™ 4+ 5, pour i € {1,..., 4}
(Ar) i

Jj=1

fi(o) donné dans D(T), fi("H) € D(T).

De la méme manieére on définit ’algorithme de Gauss-Seidel par :

Tfi(”H) = ZKijfj("H) + ZKijf;n) +S; pourice€{l,..,4}
(A1) J<i i>i
fi("H) e D(T), fi(o) donné dans D(T).

Remarquons que les quatre équations intégrodifférentielles de (A;) se résolvent dans la pratique de maniére
quasi-identique a celles de ’algorithme de Jacobi.

On définit enfin, et toujours par analogie avec les systémes linéaires en dimension finie, ’algorithme de
relaxation S.O.R. par :

i—1 4
(= K f = (L= )T = Ka) {1+ 03 K f™D 4w 37 Ky + ws;
fi(o) donné dans D(T), fi(n“) €D(T), iefl,....4}

(Ao)

Il est clair que, comme en dimension finie, on a fi(nﬂ) = wfi(nﬂ) +(1- w)fi(") ol fi(nﬂ) est I'itéré de Gauss-
Seidel obtenu a partir de {f;"), J>iet f;"H), 7 < z}

Ceci nous permet une mise en ceuvre informatique aussi simple que celle de 'algorithme de Gauss-Seidel.

2. COMPARAISON DE LA RAPIDITE DE CONVERGENCE
DES ALGORITHMES (Aj), (Ay) ET (4;)

Dans cette partie nous allons démontrer la convergence des algorithmes (A;), (Ay) et (A1) et comparer de
maniére spectrale leur rapidité de convergence. Auparavant notons ©;; = T~ 'K;; pour i, j € {1,...,4} et

posons Oy = Z?:l O, et B, = Z;{‘j:‘l ©i;.

i#]
On peut alors réécrire (Ay) sous la forme :

4
(I — @ii)fi(n—i_l) = Z@Ufj(n) + gz pour @€ {1, ,4}
(As) j#i

J=1

fi(o) donné dans D(T), fi("H) € D(T), S; =T7'8,.

En utilisant les propriétés (1.2) on déduit :
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Ceci permet d’obtenir :

(I—- @)an) Z@Uf”>+5 pour i€ {1,...,4}

(Ay) J#i
Jj=1

fi(o) donné dans D(T), fi(nﬂ) € D(T).

D’apres les résultats obtenus dans [8,11], Popérateur © est compact et positif dans LP(Q) (1 < p < +00).
Deplus 0 <03 <Oet0< 0O, <06, on en déduit que O4 et O, sont des opérateurs positifs compacts et,
d’apres la théorie de comparaison des opérateurs positifs [10], que 7,(04) < 7,(0). Or, d’aprés (H3) on sait
que 15(0) < 1, ainsi (I — O4) est inversible et 'algorithme (A ;) est bien défini.

Proposition 2.1. L’opérateur de litération de Jacobi est J = (I — 04)710O,.

Preuve. Posons e(™) = f — Z?:l fi(n) et €§") = fi — fi(n) ou f = Z?Zl fi désigne la solution du probléeme (P).
Il est clair qu’on peut écrire (P) sous la forme :

(I—04)fi = Z@”fﬁs pour i€ {1,..,4}

j=1 (2.2)
_ J#i
Si:T_lsi.

D’ou par différence entre (A;) et (2.2) on obtient :

(I - 0a)e"™ =370, = (3" 04)e™  pour i€ {l,...,4}.
J#i J#i

En sommant les égalités obtenues on obtient le résultat annoncé.
L’algorithme (A;) peut quant & lui s’écrire sous la forme :

;D = Z@uf(nﬂ +)04f, M 18 pour ie{l,..,4}

J>i

fi("H) € D(T), fi(o) donné dans D(T).

Et en utilisant (2.1), on peut le réécrire sous la forme :

() (- @d)fi(nﬂ) = Z@ijfj(nﬂ) + Z@i]‘f;n) +S; pour i€ {1,...,4}
1 J<i J>1
£ € D7), 9 donné dans D(T).

De r5(04) < 7,(0©) < 1, on peut alors affirmer que le probleme (A;) est bien défini.
Proposition 2.2. L’opérateur de litération de Gauss-Seidel est donné par :
Li=(I-6,)"'0y ol0,=>) 6;etO,=> 6

2 i,J
J<i J>i
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Preuve. Posons ~(™ = f — ZZ L f(”) et 'y(") = fi — fi(”). Par différence entre (A;) et (2.4) on a %("'H)
di<i @”’yj"H) + D s @z]’yy) pour i € {1,...,4}. Compte tenu de (2.1) on obtient alors le systeme :

(I —O©a)n (b n +9137n +@14'Y "
(I—0a) ) _ @ 7<"+”+@ 575" + Ooun

(I @d) ("+1) @ ,y("-‘r )+@ ,y("l-i' )+@ 74)
(I @d) (n+1 @ 'y(n+ +@ 27 (n+1 )+® (n+1).

En sommant toutes les équations du systeme et en utilisant & nouveau (2.1), il vient que : (I — ©,,)y"+1) =
Oy ™.

Il est clair que 0 < ©,, < O et 0 < Oy, < O. Or O est un opérateur positif et compact de LP(Q), (1 <
p < +00), alors ©,, et Oy, sont des opérateurs positifs et compacts. On a alors 7,(0,,) < 7+(0). L’hypothese
(H3) permet alors de conclure que (I — ©,,,) est inversible (et & inverse positif et borné). On peut alors en
déduire que :

AFD) = LA™ avee Ly = (I - Z@ij)_l Z@ij =(I—6,) 'O
i< i>i
Maintenant que les opérateurs des différentes itérations sont déterminés, on montre le résultat suivant :

Théoréme 2.1. Si on suppose (H1), (H2) et (H3) satisfaites alors les rayons spectraux des opérateurs des ité-
rations de lalgorithme de standard, de Jacobi et de Gauss-Seidel vérifient linégalité :

ro(L1) <1e(J) <1e(0) < 1.

Preuve. La démonstration de I'inégalité r,(J) < r,(©) est rigoureusement identique & celle menée dans le cas
1D [4]. Démontrons donc que ry(L1) < 74(J). Nous avons vu dans la preuve de la proposition 2.2 que O,
est un opérateur positif compact et que (I — ©,,)~! est borné et positif. Or L1 = (I — 0,,)" 16y, ainsi nous
obtenons le fait que L; est un opérateur positif compact. Si 7,(L1) = 0 alors la relation cherchée est vraie.
Sinon (L) est une valeur propre de Ly associé & un vecteur propre non négatif g. On a alors

(I - @m)71@8p9 = TU(LI)Q

D’ou
Ospg =70(L1)g — 76 (L1)Omg.

Soit encore
(Osp +75(L1)Om)g = 75(L1)g-

Ainsi
7o (L1) < 76 (Osp + 76(L1)Om,).
Or
0 < Osp +75(L1)Os, <max(l,r,(L1))O.
Alors

ro(L1) < max(1,7,(L1))r-(0).
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La supposition r,(L1) > 1 conduit & la contradiction de I'hypothese (H3) donc r,(L1) < 1. On peut déja en
déduire que r,(L1) < r5(©) < 1. Notons

Gsm :@m *@d = § @ij~
1,J
7<i
Nous avons alors avec cette notation :

(I — ("')sm - @d)ilespg = TO'(Ll)g'

Donc
Ospg =710(L1)(I —Oa)g — 76 (L1)Osmg.
Soit encore
Oug = (L) — Oa)g + (1 — 70 (L1))Oumg.
D’ou

(I - @d)ileeg = ro(Ll)g + (1 - ro(Ll))(I - @d)71@s7rLg-
Ainsi

(J = (1 =ro(L1))(I = ©a) 'Osm)g = 75 (L1)g-
On en déduit que

re(L1) <1(J = (1 =76(L1))(I — ©a) ™ Oum). (2:3)
D’autre part,
J=(1=1o(L1)I = O04) ' Oun =T —603)"" 0. — (1 —7,(L1))Osm] = (I — Q) [Osp + 75 (L1)Osm] > 0.
Cette inégalité et le fait que r,(L1) < 1, conduisent & :
0<J—(1—=r.(L)I—-04) 104, < J
En combinant le résultat précédent avec (2.3) on a :
ro(L1) < 70(J = (1= 1(L))(I = ©a) ™ Osm) <16 (J).

Remarque 2.1. Le théoréeme 2.1 prouve donc que dans le cas bidimensionnel, les méthodes de Jacobi et de
Gauss-Seidel sont convergentes, et qu’elles convergent au moins aussi vite que la méthode standard. On verra
lors des essais numériques que cette convergence est méme nettement plus rapide.

Nous allons nous intéresser maintenant & une comparaison de la convergence des algorithmes (A;), (Ay)
et (A1) par une approche de monotonie. Ce résultat nous conduira & choisir une discrétisation adaptée a la
monotonie des opérateurs mis en jeu.

Proposition 2.3. Si les hypothéses (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites alors
(i) VneN,ywveC JM@w)<0™w) o C ={v>0, Ov<v},
(i) VneNywec, LMw)<J™w) on ¢ ={r>0, Jv<uv}
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Preuve.
(i) Remarquons que ©(v) = J(v) + (I — 04)7104(v — O(v)). Or Popérateur (I — ©4)~ 10, est positif alors la

propriété proposée est vraie au rang un, pour tout ¥ € C. Supposons désormais que Vv € C, J"(v) < ©"(v),
pour une valeur de n fixée. Donc Vv € C,

T v) < T v)) < J(O" ().

Or trivialement on a Vv € C,0©"(v) € C, ce qui combiné au fait que la propriété est vraie au rang un, permet
alors d’obtenir que Vv € C' J"(v) < "L (v).

(ii) Posons pour tout v € Cy,w = J(v) donc (I — O4)w = O.v. Soit aussi
(I —Opn)w=0.v— 0 ,w.
D’ou
(I —0On)w =04+ O4,(v—w).
Finalement on peut déduire que
JW)=Li(v) + (I —O0,) 'O (v — J(v)).

Or Vv € Oy, J(v) < v doncv— J(v) >0 et compte tenu de la positivité de 'opérateur (I — ©,,) 1Oy, il est
donc clair que :

Vv e Cy, Li(v) < J(v).
Supposons désormais que Vv € C4 Lg")(l/) < JM™(v), donc
vveCy L") = L™ W) < LM () < J(J™ () = T (1)

car J(v) € Cy. Ainsi on a prouvé que Vn € N,Vv € Oy Lg")(y) < JM(v).

Grace a ce résultat nous pouvons énoncer le théoréeme suivant :

Théoreme 2.2. Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3) et en initialisant les différents algorithmes par une
méme sous-solution () alors :

VYn eN,0 < 7(”) <M < e

ot Y™ (M) et (™) sont respectivement les erreurs a Uitération n des algorithmes (A1), (As) et (As).

Preuve. 1l est clair que l'initialisation proposée conduit a

A0 =) = ) = ¢ _ f(O)

De méme que dans la proposition 2.3 on montre que e(?) € C' C ;. Ainsi en utilisant la proposition 2.3 il vient
que 0 < 'y(") < e < ) pour tout n € N.
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3. ETUDE DE L’ALGORITHME DE RELAXATION S.O.R.

Proposition 3.1. L’opérateur de litération de relazation est L, = (I — wJy) (1 — w)I + wJp) ot Jp =
(I —04) 'O et J, = (I —04)7 10,

Preuve. L’algorithme (A,) peut s’écrire sous la forme :

i—1 4
(A) (-0 " =1 —w) T -0 +wd 0" +w 3 051" +wS;
w j=1 Jj=i+1

£9 donné dans D(T), f™™ € D(T),i € {1, ..., 4}.
En sommant sur I'indice ¢ on obtient :
(I =040 = (1 —w)I —0a)f™ + wOun f" ) + WO, f™ + WS,
D’ott en multipliant par (I — ©4)~! on obtient :
(I = wdp) fOF) = (1 =) + wJp) f™ +w(l —04)718.

Or Jp, est une matrice d’opérateurs strictement inférieure, alors (I —w.Jy,) est inversible. D’ou le résultat.

Théoréme 3.1. L’algorithme de relazation converge pour tout w €0, 1].

Preuve. 1l est aisé de démontrer que (I —wJ,,)~! est de la forme (I +w.J,,, +wA) olt A est un opérateur compact.
On en déduit alors que le spectre de L,, est le translaté de celui d’un opérateur compact (i.e. L, = ol + B ou
B est compact) et donc qu’il n’est constitué que de valeurs propres. A partir de 1a et pour w € ]0, 1], 'opérateur
L, est positif et donc il existe une fonction propre g non négative telle que r,(Ly)(g — wJmg) = (1 —w)g +
wJpg. Soit encore (T”(L‘Lﬁ)g = (16 (Ly)Jm + Jp)g. On en déduit que M < 7o (ro(Ly)Im + Jp) <
max(1,7,(Ly))re(J). L'hypothese que 7,(Ly,) > 1 conduirait, en utilisant le fait que r,(J) < 1, & l'inégalité
rs(Lw) < 1, ce qui est absurde.

Remarque 3.1. En appliquant la méme démarche que dans la preuve du théoreme 2.1 on peut montrer que
ro(L1) < ro(L,) < 1 pour tout w €]0,1]. Ceci prouve que l'algorithme de Gauss-Seidel est le plus rapide
quand w décrit 'intervalle ]0,1]. Pour les autres valeurs de w, on perd le caractére positif de L, et I’étude
spectrale par comparaison d’opérateurs positifs ne peut plus se faire. D’autre part, ’étude menée dans le cas
1D dans [4] était possible grace au caractere tridiagonal par bloc de lopérateur W de I’équation (1.3), ce qui
n’est plus le cas en géométrie 2D plane. Nous avons estimé néanmoins intéressant de simuler numériquement
cet algorithme pour w €]1, 2[, en commencant tout d’abord par rechercher I’existence éventuelle d’un parametre
optimal de relaxation. Les résultats numériques obtenus nous confortent dans I’idée que des résultats théoriques
de convergence et d’existence de parametre optimal de relaxation peuvent étre obtenus ultérieurement.

4. DISCRETISATION ET RESULTATS NUMERIQUES

Pour chacun des nouveaux schémas proposés, on a en fait a résoudre un probleme de la forme :

(T — Ky) fi = g dans @, ou g est donné
fi € D(T).
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On se contentera donc d’exposer la discrétisation du probléme obtenu pour [ = 1. Compte tenu du support de
f1, il suffit de résoudre le probleme dans Q1. Le probleme étudié s’écrit alors pour le noyau proposé sous la
forme :

) ) Al
afl +n afl +ofi=Clz,y) Zaz(u,n)(/B ar(W'sn') fr(e,y, p s )dp'dn’) + g. (4.1)
=1 1

On considere une triangulation du rectangle D (respectivement du quart de disque Bj) sous la forme :
D = U, j ([vi, xit1) X [y, yj+1]) = Ui ; D; j (respectivement By = U,T}).

On note Py (k,1) ensemble des fonctions fi(x,y,p,n) définies sur @ dont la restriction & D;; x Tj soit un
polynéme de degré inférieur ou égal a k par rapport aux variables d’espace x et y et de degré inférieur ou égal
a [ par rapport aux variables de direction p et . On considere alors comme espace d’approximation 1’espace
Vi, des fonctions fr € P,(1,0) vérifiant fp, = 0 sur I'_, et assurant la continuité des moyennes sur les “arétes”
du maillage du rectangle D.

Soit 7, Popérateur de projection de D(T') dans P (0,0) défini par :

T (f)|Dsj x Th = fdzdydpudn.

1
m /Di,j X Ty

En tenant compte de I'hypothese (H4), on définit 'opérateur Ay, sur D(T) par :

An(f) = mn (u% +ng—£) + mn(0)mn(f) = mn(C th o (/ Wh(az(u’,n'))wh(h(x,y,u’,n'))du’dn'> :

On considere ensuite le probleme discret :

Trouver f, € V}, tel que
(Fh) { An(f) = m(9).

Sur D; ; x T}, les degrés de liberté imposés sont définis par :

Mijk = T T fn(z,y, p,m)dedydudn, (4.2)

P Dy 4] % | T /”ka

r¥ ! o Ydadud 4
ik — T 1 Ty Yj, Ky X ) 3
ik = T /z /Tk In(,yj, p, m)dadudn (4.3)

ry ! o fu( )dydud (4.4)
ik = T 7] r\Ti, Y, 1, n)dyapdn, .
ik hlekfl Yj T

ol h, (respectivement h,) désigne le pas en z (respectivement le pas en y) supposé constant.
Remarquons que pour tout f € V} les conditions de continuité imposées conduisent aux égalités suivantes :

1
Mijk = 5 (Fz J+1,k T rx s k) = 3 (Fﬁl gkt F’}/]k)) . (4.5)
(

En utilisant (4.1) & (4.5), le probleme (Py) s’écrit alors sous la forme :

20 21 20k 20k
<—: +—: +0m) M jk = : IV e+ ,7 z]k_'_cdkg a1 P + gijik (4.6)
T Y T

=1
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Comparaison des temps de convergence en fonction de ¢ (c = 50)

600 -
500 -
400 +
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9 | —— Gauss-Seidel
qE) -=S OR.
200 -
100 -
—h—— - ol -
0 m = T T 1
0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1
c
FIGure 1.

pour tout ¢, j et k tel que T}, € By, avec uk, Mk, 04,5, Ci j ks G5,k cONNUS et @éyj = Zk’/Tk/EBl O Jr My j 1 -

-1
En multipliant cette derniere relation par (2}%’“ + 2,%’“ + oy, j) oy, et en sommant sur k, on obtient un petit

systeme linéaire de Ny équations pour la détermination des inconnues ®! ;- Une fois ces inconnues déterminées,
;

on utilise la relation (4.6) pour déterminer les m; j  puis grace & (4.5) on calcule les TN, |, et les T, .
Pour l'application numérique, on considere : D =10,1[x]0,1[ et hy = hy = ﬁ. La triangulation de chaque
quart de disque compte 25 mailles. On se place dans le cas ou le noyau de collision est constant défini par

k(Q, Q) = 2<.

La solution exacte du probleme traité étant donnée par :

xy sur QQq
_ (1 —2a)ysur Q
f('rvyvﬂ777)_ (171.)(17y) zur Q3

z(1 —y) sur Qq.

Le test d’arrét utilisé est Wiff‘f(”z <1076,
2

Sur les figures 1 et 2, on a représenté les temps de calcul nécessaires a la convergence des différents algorithmes
en fonction de c et de o supposé constant. Comme dans le cas monodimensionnel [4], on constate que I’algorithme
le plus lent est 'algorithme standard, suivi par celui de Jacobi, puis par celui de Gauss-Seidel et enfin par la
relaxation S.O.R. avec parametre optimal (déterminé numériquement). L’algorithme de Jacobi converge plus
rapidement que le standard, mais l'accélération obtenue est néanmoins plus faible que pour Gauss-Seidel. On
retrouve la méme dépendance par rapport aux différents parametres qu’en dimension un. L’algorithme de
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Comparaison des temps de convergence en fonction de ¢ (¢ = 0.98)

120

100

’5@ —e—Standard
% —=— Jacobi
2 —&— Gauss-Seidel
5 —=—S.O.R.
0 20 40 60 80 100 120
G
FIGURE 2.
Variation du paramétre optimal de relaxation en fonction de ¢ (o = 50)
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1,6 4
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53
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1,14
1 T T T T 1
0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1

FIGURE 3.



ALGORITHMES POUR LE TRANSPORT 2D 1121

Variation du paramétre optimal de relaxation en fonction de ¢ (¢ = 0.98)

1,7 -

*
4
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1,5 1

1,4 1
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1,2 A

1,1 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 4.

relaxation S.O.R. est de loin le plus rapide, mais il présente dans le cas bidimensionnel I'inconvénient majeur de
devoir au préalable rechercher une estimation numérique, pouvant s’avérer relativement cotteuse, de 1’éventuel
parametre optimal de relaxation. Sur les figures 3 et 4, on a donné les estimations numériques du parametre
“optimal” de la relaxation S.O.R. en fonction de ¢ et 0. Ce sont ces données que I'on a utilisées pour les essais
relatifs a la détermination du temps de calcul associé a la convergence de la méthode de relaxation. Il est
donc clair que dans le cas bidimensionnel, les algorithmes de décomposition restent une assez bonne réponse au
probleme de I'accélération de la convergence, méme si cette accélération est moins importante que pour le cas
monodimensionnel. D’autres algorithmes, toujours par analogie avec les systemes linéaires en dimension finie,
sont en cours d’étude et feront ’objet d’une communication tres prochaine.
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